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Einleitung

Wie fiir viele andere mathematische Bereiche findet sich der Ursprung der FErgoden-
theorie in der Physik, genauer in der mechanischen Thermodynamik. Dort wurde der
Begriff der Ergode durch J. Boltzmann in [Bol84] eingefiihrt. Spéter wurde die Ergoden-
hypothese eingefithrt. Sie fordert von einem physikalisches System mit einer Transfor-
mation, beispielsweise die méglichen Zustdnde thermisch agierender Atome eines Gases
und ihre Verdnderung in der Zeit, dass jeder beliebige Anfangszustand jeden anderen
Zustand erreichen kann. Obwohl, wie in [Bru71] nachgelesen werden kann, 1913 von
A. Rosenthal gezeigt wurde, dass kein mechanisches System diese Hypothese erfiillen
kann, entwickelte sich im Laufe des 20. Jahrhunderts eine eigensténdige mathemati-
sche Theorie solcher Systeme, die auch in vielen anderen Bereichen der Mathematik
Anwendung findet.

Die klassische Ergodentheorie beschéftigt sich mit einer messbaren, maflerhaltenden
Transformation ¢ : Q — Q auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, X, u). Wir dagegen
withlen eine andere Betrachtungsweise, indem wir den zugehérigen L'-Raum L* (Q,%, 1)
und den durch ¢ auf diesem Raum induzierten Verbandsoperator T" betrachten. Man
nennt iiblicherweise (€, ) bzw. (2,3, u, ¢) ergodisch, wenn die einzigen -invarianten
Mengen essentiell gleich der leeren oder der ganzen Menge sind. Das heifit, ein System
heiit ergodisch, wenn es nicht in ,kleinere Teile“ (£, X|q,, pla,, ¢lo,) mit @ = U,
zerlegt werden kann. Dieser Begriff {ibertrigt sich natiirlich in die lineare Theorie, in-
dem wir (LY(Q, ), T) ergodisch nennen, falls der Fixraum von 7' ein-dimensional ist.
Schon durch diese Definition stellt sich die Frage, ob bzw. wie man ein nicht ergodisches
System in ergodische Teile zerlegen kann, das heifft, wann ein System nicht in kleinere
Teile zerlegt werden kann. Die aus der Literatur (beispielsweise [Aar97, Satz 2.2.9ff]) be-
kannte Antwort darauf ist, dass jedes solche System in ergodische ,, Teilsysteme* zerlegt
werden kann. Wir zeigen das dquivalente Resultat in Abschnitt 3.3 in der ,,Sprache® der
Operatorentheorie, unter der Voraussetzung, dass 1" bi-Markovsch ist und verwenden
dies in Abschnitt 3.4, um einen alternativen Beweis fiir die maflitheoretische Interpre-
tation zu geben. Um zu verstehen, welche Problematik bei dieser Zerlegung auftreten
kann, betrachten wird das folgende Beispiel:

Seien = [0; 1] x S der Zylinder, ¢ : Q — Q die Drehung des Zylinders um einen ir-
rationalen Winkel und p das (auf eins normierte) Oberflichenmafl. Wir erkennen, dass
 das Maf} invariant lasst. Gleichzeitig erkennen wir, dass alle ,, Teilzylinder®, beispiels-
weise [0.1;0.2] x S, unter dieser Drehung invariant bleiben — siehe Abbildung 1, Seite
2. Die kleinsten invarianten Teilmengen sind dabei die ,,Zylinder mit infinitesimaler
Breite“, das heifit Kreise, beispielsweise {0.5} x S'. Es scheint daher klar zu sein, wie
man dieses System in kleinere ergodische Systeme auftrennt, indem wir den Zylinder
einfach als die Menge der Teil-Kreise verstehen. Es stellt sich nun die Frage, wie wir
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Invarianter Teilzylinder

$t

Abbildung 1: Zylinder mit Drehung und invarianten Teilzylinder

+
1

das Gesamtmafl in Mafle auf diesen ergodischen Teilen zerlegen, das heifit, wie wir fiir
t € [0;1] ein MaB y; auf der Sphire S* finden so, dass

M(A):/ w(A)dv(t)  VYAeEw
[0;1]

Ein , Einschranken“ von p kommt nicht in Frage, da all diese Kreise p-Nullmengen
sind. In diesem speziellen Fall liegt die Losung aber dennoch auf der Hand: Wir be-
trachten einfach fiir jeden Teilkreis {t} x S das auf eins normierte Oberflichenmaf
dieser Sphére als p; und erhalten sofort die Aussage. Etwas schwieriger ist die Losung
im Fall eines beliebigen Wahrscheinlichkeitsraums (€2, 3, 1) und eines ,Faktors“, das
heifit eines Wahrscheinlichkeitsraums ((~2, i, ) mit einer Surjektion m: Q — /) die die
Mafle ,erhalt“. Diese ,Mafizerlegung” wird uns in Kapitel 1 beschéftigen. Wir werden
dabei nicht die klassische Mafizerlegung, wie sie beispielsweise in [DM75] gefunden wer-
den kann, durchfithren, sondern stattdessen eine , Zerlegung der Norm* von L}(Q, X, )
durchfiihren. Dies ist gleichwertig, da das Mafl p(A) einer messbaren Teilmenge von
Q auch als Norm |[x a1 (qy ) der zugehérigen charakteristischen Funktion aufgefasst
werden kann.

Wie bereits erwahnt, wollen wir nicht direkt die Mafle bzw. Grundridume sondern die
Funktionenrdume auf diesen betrachten. Daher ist es von Interesse, nicht nur die Norm
dieser Rdume, sondern auch ihre Elemente zu ,,zerlegen*. Offensichtlich ergibt eine steti-
ge Funktion f : [0;1] x S — R auf dem Zylinder eine Funktion auf jedem der Teilkreise
{t} x S', in dem wir sie auf diesen einschrinken, also flityxst betrachten. Umgekehrt
ist dies jedoch nicht moglich, das heifit durch die Vorgabe einer stetigen Funktion f;
auf jedem dieser Kreise und ,,Zusammensetzen® ergibt nicht notwendigerweise eine ste-
tige Funktion auf dem Zylinder, da die Regularitdt in ,horizontaler Richtung* fehlt.
Betrachten wir L'-Funktionen statt der stetigen, so erhalten wir weitere Probleme,
da ihre Einschrankung auf eine Nullmenge, wie den Kreis, nicht wohldefiniert ist. Als
Losung fiir diese Probleme erkennen wir in unserem Beispiel, dass wir jede Funktion
f € LY(Q) als ein Element des Bochnerraums L!([0;1]; L}(S')) interpretieren kénnen
und ebenso jedes Element dieses Bochnerraums auf natiirliche Weise eine L!-Funktion
auf () definiert.
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-1 0 1
Abbildung 2: Zylinder mit , Griff“

Im allgemeinen Fall ist dies so nicht méglich. Als Beispiel dafiir betrachten wir wieder
den Zylinder und erweitern diesen jedoch um einen ,,Griff* Q = ([—1;0) x {0})U([0; 1] x
S!) - siehe Abbildung 2. Das Oberflichenmaf erweitern wir um das Lebesguema$ auf
diesem ,,Griff* und die Drehung des Griffs interpretieren wir als die Identitat desselben.
Zerlegen wir diesen neuen Raum ,entlang der Horizontalen®, so ergeben sich als ,, Teil-
Mafle“ u; fir ¢ > 0, wie oben, die Oberflichenmafle der Kreise und fiir ¢ < 0 die
Dirac-Mafle. Damit erhalten wir zu den ,Breiten* ¢ unterschiedliche Rdume, ndmlich
LY(SY) fiir ¢t > 0 und R fiir ¢ < 0. Um diese Problematik im Allgemeinen zu lésen,
entwickeln wir in Kapitel 2 die (nach dem Kenntnisstand des Autors neue) Struktur
des Integralraums und fithren einen Vergleich dieser Struktur mit den aus der Literatur
bekannten Strukturen des Bochnerraums (beispielsweise aus [AE08, Kap. 10]) und des
direkten Integrals aus [Neud9, Kap. 3] bzw. [Tak79, Kap. 4, Abschnitt 8].






Kapitel 1

Grundlagen, Darstellungsraume und
Mal3zerlegung

Wir werden in diesem Kapitel einige Definitionen wiederholen, grundlegende Schreib-
weisen einfithren und die ersten Strukturansitze der weiteren Arbeit entwickeln. Wir
setzen dabei Ergebnisse aus der Theorie der Banachverbande und positiver Operatoren
voraus. Eine Einfithrung dazu ist in [Sch75] zu finden.

Als erstes Resultat konstruieren wir im Abschnitt 1.2 fiir vorgegebene AL-R&ume se-
parable, metrische Grundriaume so, dass wir die AL-Raume mit L!-Raumen auf diesen
Grundridumen identifizieren kénnen. Anschliefend wird im Abschnitt 1.3 die Zerle-
gung von Maflen in der Terminologie von AL-Rdumen formuliert und bewiesen. Eine
mafitheoretische bzw. stochastische Version dieses Theorems kann unter anderem in
[DM75, S. 125 — 128] gefunden werden. Diese Resultate motivieren die Struktur des In-
tegralraums, die in Kapitel 2 eingefithrt wird. Auflerdem werden wir in Kapitel 3 diese
Zerlegung von Maflen als ersten Schritt einer Aufspaltung eines AL-Raums bzw. eines
dynamischen Systems in ,kleinere Teile“ verwenden.

1.1 Definitionen und Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die verwendeten Schreibweisen, einige der grundlegenden
Begriffe, sowie bekannte Theoreme aufgezéhlt.

1.1.1 Definition (maflerhaltende Abbildung, bi-messbare Abbildung)
Eine messbare Abbildung 7 : K — K zwischen Wahrscheinlichkeitsrdumen (K, X, p1)

und (% 3, 1) heiit maferhaltend, falls sie messbar ist und sie die Identitit
1 o~ s
u(Tr (A)) —fi(A) VAed

erfiillt. Sie heif3t bi-messbar, falls sie bijektiv ist und ihre Umkehrabbildung ebenfalls
messbar ist. Existiert eine y- bzw. fi-Nullmenge Ko C K bzw. Ko C K so, dass 7| g\,

K\ Ky — K \ K¢ bi-messbar ist, so heifit die Abbildung fast diberall bi-messbar.
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1.1.2 Schreibweise (Positiver Kegel, Positiv/Negativ Teil und Suprema)
In einem Banachverband X bezeichnet X den positiven Kegel, das heif3t

X+::{:U€X|O§x}.

Fir zwei Elemente z,y € X schreiben wir z A y fiir das Supremum von z und y und
xt :=0Az bzw. 27 := 0 A ( — z) bezeichnet den positiv- bzw. negativ-Teil von z.

1.1.3 Definition (AL/AM-Raum)
Ein Banachverband X heifit A L-Raum, falls die Norm auf dem positiven Kegel additiv
ist, das heif3t

lz+ylx =llzlx +llylx  VO<zyeX
Ein Banachverband X heifit AM-Raum, falls die Norm auf dem positiven Kegel mit
der Supremumsbildung vertauscht, das heifit

[z Aylly =llzllx Allylly  VO<z,yeX.

Die klassischen Beispiele fiir AL-Riume sind L!-Rédume und fiir AM-Réume C(K)-
Réume. Im Fall von endlichen Maflen existieren auf beiden dieser Rdume ,,Einheiten*,
zum Beispiel die konstanten Eins Funktionen. Diese haben die folgende Eigenschaft:

1.1.4 Definition (Schwache Ordnungseinheit)
Ein positives Element 1x eines Banachverbands heif3t schwache Ordnungseinheit, falls
fir alle positiven y € X mit inf (y, 1x) = 0, bereits y = 0 folgt.

1.1.5 Schreibweise (Erzeugtes Ideal)
Fiir ein positives Element € X eines Banachverbands X ist das von x erzeugte Ideal
durch

E,={yeX|3IneN: —nz<y<nz}
definiert. Insbesondere ist E, mit der Norm
|yl :=inf {AN e R | =Xz <y < Az}

ein AM-Raum mit starker Ordnungseinheit x ([Sch75, Kapitel 2, Prop. 7.2, Kor. 1]). Des
Weiteren ist x eine schwache Ordnungseinheit von X, falls das erzeugte Ideal E, dicht
in X liegt.

Betrachten wir zwei Lebesgue-Raume L'(Q, 1) und L'(€, 7z) iiber Wahrscheinlich-
keitsrdumen (2, X, 1) und (2, X, 1) als Beispiele fiir AL-Rdume, so erkennen wir, dass
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jeder induzierte Operator bereits ein Verbandsoperator ist. Das heifit jeder Operatoren
U:LYQ, 1) — LYQ, u), fiir den eine messbare Abbildung 7 : Q — Q mit

Uf=for YfeL'(Qn)

existiert, ist ein Verbandsoperator. Ein solcher Verbandsoperator iiberfiihrt die Eins-
Funktion 1 des einen Raums in die Eins-Funktion 115 des anderen Raums.

1.1.6 Definition ((Bi-)Markovscher Operator)

Ein positiver Operator T : X — Y zwischen Banachverbdnden mit schwachen Ord-
nungseinheiten 1x bzw. 1y heifit Markovsch oder Markovoperator, falls Tlx = 1y
gilt. Gilt auBBerdem X = Y und fiir ein n € X’ bereits T'n = 7, so heifit T bi-Markovsch
beziiglich n.

Als wichtiges Resultat der Theorie von AM-Rdumen verwenden wir die Darstellung
von AM-Raumen aus [Sch75, Kapitel 2, Thm. 7.4] oder [Kak41, Thm. 2|, welcher besagt,
dass Réume stetiger Funktionen nicht nur Beispiele fiir AM-Rdume sind, sondern jeder
AM-Raum durch den Raum der stetigen Funktionen auf einem geeigneten Grundraum
K dargestellt werden kann. Wir erweitern diesen Satz um [Sch75, Kapitel 2, Prop. 7.5]
um die Metrisierbarkeit von K zu erhalten.

1.1.7 Theorem (Kakutani)

Ist X ein AM-Raum mit Einheit 1x, so existiert ein kompakter Raum K und ein bi-
jektiver, isometrischer, Markovscher Verbandsoperator ¢ : C(K) — X. Ist X separabel,
so kann K separabel und metrisch gewéhlt werden.

Ahnlich dem obigen Resultat wird in [Sch75, Kapitel 2, Thm. 8.3, 8.4] nachgewiesen,
dass L-Réume nicht bloBe Beispiele von AL-Riumen sind, sondern jeder AL-Raum
durch einen geeignete L'-Raum dargestellt werden kann.

1.1.8 Theorem (Darstellung von AL-R&umen)

Zu jedem separablen AL-Raum X mit schwacher Ordnungseinheit 1x existiert ein
Kompaktum K und ein WahrscheinlichkeitsmaB p auf K so, dass X = L'(K, ) und
E, 2 C(K)=ZL>(K,p).

1.2 Darstellungsraume

Nach Theorem 1.1.8 wissen wir, dass wir jeden separablen AL-Raum X als L!-Raum
iiber einem Kompaktum auffassen kénnen. Jedoch erhalten wir in diesem Theorem
einen Stone-Raum K als Grundraums des L'-Raums, insbesondere ist dieser Raum im
Allgemeinen weder metrisch noch separabel. Wie in [Sch1l, Abschnitt 1.1] zeigen wir
in diesem Abschnitt, dass wir auch einen metrischen Grundraum wéhlen kénnen.
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1.2.1 Definition ((Vertrigliche) Modelle)

Ist X ein separabler AL-Raum mit schwacher Ordnungseinheit, so nennen wir L' (K, )
ein (topologisches) Modell von X, falls K ein kompakter Raum und p ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf K ist so, dass X = Ll(K , 1) Ist K metrisch und separabel, so nennen
wir L1 (K, 1) ein metrisches Modell von X.

Sindi:Y — X und T : X — X Markovsche Verbandsoperatoren auf zwei separablen
AL-Riumen X und Y, dann heifien zwei Modelle LY(K,p) = X und LY(L,v) 2 Y
dieser Rédume wvertrdaglich beziglich i, falls i(C(L)) C C(K) und wvertraglich mit T, falls
T(C(K)) CC(K).

Im Folgenden werden wir von jedem topologischen Modell L' (K, ) eines AL-Raums
annehmen, dass p strikt positiv ist, das heifit fiir alle positiven Funktionen f € C(K)
impliziert die Gleichheit p(f) = 0 bereits f = 0.

Sind L'(K, ) und LY(L,v) Modelle von separablen AL-Réumen X und Y wie in
Theorem 1.1.8 und 7 : ¥ — X ein Markovoperator, so iberfithrt dieser essentiell
beschriankte Funktionen in essentiell beschrinkte Funktionen. Da sowohl L™ (K, u) =
C(K) als auch L*°(L,v) = C(L) gilt, sind diese Modelle mit ¢ vertraglich. Vergleichbar
zu diesem Ergebnis zeigen wir nun wie angekiindigt, dass wir sogar metrische Modelle
wéahlen konnen, die vertraglich beziiglich eines vorgegebenen Markovoperators sind.

1.2.2 Theorem (Vertragliche Darstellungen)

Sind j: X - Y und i : Y — X Markovoperatoren zwischen zwei separablen AL-
Raumen X und Y mit schwachen Ordnungseinheiten 1x und ly, so existieren metri-
sche, separable Modelle von X und Y, die vertraglich beziiglich ¢ und j sind.

BEWEIS (Nach einer Idee von Markus Haase, siehe [Sch1ll, Satz 1.1.10])

Nach [Sch75, Kapitel 2, Prop. 8.3] liegt das Ideal £}, bzw. E, dicht in X bzw. Y. Mit
der Separabilitét dieser Rdume konnen wir also eine abzdahlbare Menge A C Ey, bzw.
B C Ey, wahlen, die dicht in X bzw. Y liegt und 1x bzw. 1y enthélt. Wir definieren
Ap :=lat (A) bzw. By := lat (B) als die von A bzw. B erzeugten Unterverbiande von A
bzw. B und induktiv fiir n € N>

Apt1:=lat (A, Ui (By)) und Byi :=lat (B, Uj(4n)).

Offensichtlich sind A,, bzw. B,, abzahlbare Unterverbande von X bzw. Y, insbesondere
sind

wobei der Abschluss beziiglich der Normen der AM-Raume durchgefiihrt wird, separa-
ble AM-Unterrdume von Ej, bzw. Ej, . Per Konstruktion und Stetigkeit von i bzw. j
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gilt

n

bzw.

i (A) cUi(4n) €UBny1 =B,

3

wobei der Abschluss wieder beziiglich der Norm des jeweiligen AM-Raums durchgefiihrt
wird. Nach Theorem 1.1.7 existieren separable, metrische Kompakta K und L sowie
bijektive Markovsche Verbandsoperatoren & : C(K) — A und ¢ : C(L) — B. Definieren
wir nun

w(f) = et —lerl  vFecx)

bzw.
v(g) = H49+HY —l<g7lly  vgec(L),
so sind dies offensichtlich positive, stetige Linearformen auf C(K) bzw. C(L) und es gilt
p(f)=0 = f=0 und v(lg))=0 = g=0 VfeC(K), geC(L).
Interpretieren wir diese Linearformen mittels des Satzes von Riesz als Mafle, so ergibt
die Vervollstindigung von C(K) beziiglich der Norm || f||1 := u(|f|) den Raum L (K, p)

und die Vervollstindigung von C(L) beziiglich ||g||1 := v(|g|) ergibt L(L,v). Damit
erhalten wir die Aussage. ///

1.2.3 Bemerkung

Analysieren wir den Beweis von Theorem 1.2.2, so erkennen wir, dass wir die Modelle so
wahlen kénnen, dass sie zusétzlich mit Markovoperatoren T': X — X bzw. S:Y — Y
vertriglich sind. Dies erreichen wir, in dem wir im Beweis die rekursive Definition von

A,, bzw. B,, durch
Apy1:=lat (A, Ui (B,)UT (A,)) bzw. Buyi:=lat(B,Uj(A,) UT (By))

ersetzen. Ebenso konnen wir eine abzéhlbare Menge Ay C E4, bzw. By C E4, vorgeben
und die metrischen Modelle so wéhlen, dass A9 C A = C(K) bzw. By C B=C(L), also
¢71(Ap) C C(K) bzw. (7Y(Bp) C C(L). Dafiir betrachten wir im Beweis statt A einfach
AU Ag bzw. statt B einfach B U By.

1.2.4 Korollar (Vertrigliche Darstellungen — IT)

Ist i : Y — X ein isometrischer, Markovscher Verbandsoperator zwischen zwei AL-
Réumen X und Y mit schwachen Ordnungseinheiten, so existieren metrische Modelle
LYK, p) und LY(L,v) von X und Y, die vertriglich beziiglich 4 und ¢’ sind, wenn wir
i’ mittels Identifikation des Duals eines L!-Raums mit dem zugehérigen L°-Raum als
Markovoperator ' : L°(K, u) — L*(L, v) auffassen.
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BEWEIS
Mit Theorem 1.1.7 withlen wir metrische Modelle L' (K, y1) und L*(L,v) von X und Y.
Da fir f € C(L) bereits

[irav = 1) = (i) = () = [ 1

gilt, wobei (- | -) die kanonische Dualitét ist, konnen wir ¢’ stetig zu einem Markovoper-
ator j : LYK, u) — LY(L,v) fortsetzen. Wenden wir nun Theorem 1.2.2 an, so erhalten
wir Modelle L(K, 1) und L'(L,7) von X und Y, die vertriiglich beziiglich i und j
sind. ///

Wie bereits erwdhnt ist ein Operator zwischen Funktionenrdumen, der durch eine
messbare Abbildung zwischen den Grundrdumen induziert ist, ein Markovsche Ver-
bandsoperator. In [Sch75, Kapitel2, Thm.9.1] bzw. [Kak4l, Thm. 2] wird die Frage
beantwortet, wann die Umkehrung gilt, das heifit, wann ein Markovsche Verbandsope-
rator zwischen Funktionenrdumen bereits ein induzierter Operator ist:

1.2.5 Proposition (Darstellung von Markovoperatoren)

Ist i : Y — X ein Markovscher Verbandsoperator zwischen separablen AL-R&umen und
sind LY(K, ) und LY(L, v) beziiglich i vertrigliche Modelle von X und Y, so existiert
eine stetige Surjektion 7 : K — L so, dass ¢ von 7 induziert ist, das heift

if =fom VYfeL'(Lv).
Insbesondere gilt

i(f-9)=(f-g)lom=(fom)- (gom)=if-ig VfgeC(K).

BEWEIS

Nach Voraussetzung kénnen wir i als Markovschen Verbandsoperator i : C(L) — C(K)
auffassen. Nach [Sch75, Kapitel 2, Thm. 9.1] (oder [Kak41, Thm. 2]) existiert eine stetige
Abbildung 7 : K — L mit

if =fom YfeC(L).
Mit der Dichtheit von C(L) in L*(L,v) und der Stetigkeit von i beziiglich der L!(L, v)-
bzw. LY(K, u)-Norm folgt

if =for VfeL'(Lv).

Nun kommen wir zur Surjektivitdt von w. Die Menge L \ Bild 7 ist offen, da ihr
Komplement 7(K) als stetiges Bild des Kompaktums K kompakt ist. Wéare L\ Bild
nicht die leere Menge, so wiirde nach dem Lemma von Urysohn eine stetige Abbildung
existieren, die auflerhalb dieser Menge Null ist, aber nicht tiberall verschwindet. Da aber
fiir jede stetige Abbildung f € C(L) mit supp f C L \ Bild 7 bereits i(f) = for =0
gilt, impliziert die Injektivitdt von ¢, dass jedes solche Abbildung f die Nullfunktion
ist. Damit ist L \ Bild 7 die leere Menge, also ist 7 surjektiv. ///
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1.3 MaBzerlegung

1.2.6 Bemerkung
Offensichtlich kénnen wir Proposition 1.2.5 auch auf einen Markovschen Verbandsope-

rator T : X — X und ein mit ihm vertrégliches Modell L (K, ) von X anwenden.

1.2.7 Standardvoraussetzungen

Im Folgenden sind X und Y stets separable AL-Rdume mit schwachen Ordnungsein-
heiten und ¢ : X — Y ein isometrischer, Markovscher Verbandsoperator. Des Weiteren
seien Modelle L' (K, ) und L'(L, v) von X und Y gewihlt, die vertriglich beziiglich
und P := 7/ sind. Nach Korollar 1.2.4 konnen immer solche metrische Modelle gefunden
werden. Dabei seien p und v strikt positiv, das heifit fir positive, stetige Funktionen
f€C(K) und g € C(L) impliziert u(f) =0 bzw. v(g) = 0 bereits f = 0 bzw. g = 0.

1.2.8 Definition (Bedingte Erwartung)
Unter den Standardvoraussetzungen 1.2.7 heiBt ein Markovoperator P : L'(K, u) —
Ll(L, v) bedingte Erwartung beziglich i, falls

(Pflvy=(flp)y  fir fe L (K, pn), (1.2.1)
P(f-i(9)=g-P(f) firgeC(L) und f e L' (K,pu). (1.2.2)

1.2.9 Bemerkung

Insbesondere ist eine bedingte Erwartung P beziiglich ¢ auf Grund von Gleichung 1.2.1
kontraktiv, da |Pf| < P|f|. Gleichung 1.2.2 impliziert P oi = id. Beides werden wir
im Folgenden mehrfach verwenden.

Fin Beispiel fiir eine bedingte Erwartung wird durch Theorem 1.3.1 gegeben.

1.3 MaBzerlegung

Ist v ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem Kompaktum K und v das auf Eins nor-
mierte Zahlmafl auf einer endlichen Menge L, sowie w : K — L eine messbare, ma-
Berhaltende Surjektion, so konnen wir p ,entlang L* zerlegen. In diesem Fall kénnen
wir némlich p als gewichtete Summe iiber die Einschrénkungen p|,-1( von p auf die
Urbilder der einzelnen Punkte [ € L schreiben, das heif3t

7
/’L:Z |L| :ZV(Z) lu|7r_l(l)’

leL leL

Das Ziel dieses Abschnittes ist es nun, dies auf die Standardvoraussetzungen 1.2.7 zu
verallgemeinern. Dafiir werden wir die Punktmafie §; auf L unter Zuhilfenahme der
Adjungierten ¢’ von i auf K zuriickziehen. Dabei ist es von entscheidender Bedeutung,
i’ als Abbildung von C(K) nach C(L) aufzufassen.

11



Kapitel 1 Grundlagen, Darstellungsrdume und MafBzerlegung

1.3.1 Theorem (Die Adjungierte von i ist eine bedingte Erwartung)

Unter den Standardvoraussetzungen 1.2.7 ist P := ¢/ : L™(K,u) — L*(L,v) eine
bedingte Erwartung beziiglich i, falls wir L*(K, u)’ bzw. L'(L,v) mit L*®(K, u) bzw.
L*°(L,v) identifizieren.

BEWEIS

Mittels Dualisierung folgt ¢’ : L°°(K, u) — L*°(L,v) und ist dies ein Verbandsoperator.
Nach den Standardvoraussetzungen 1.2.7 ist ¢/(C(K)) C C(L). Da fiir alle positiven
0 < feC(L) CLYL,v) die Identitét

(i"Tk | f) = Uk |if) = /HK‘ifdﬂ = [ifllpr g,y = 1L pw = (o )
gilt, folgt il = 1z, also ist 7’ ein Markovoperator. Fiir 0 < g € C(K) C L'(K, ) gilt
19l ey = 0l | 10) < (&1l 12) = (gl [i1) = (gl | 1) = gl e -
Also ist i’ zu einer kontraktiven Abbildung 4’ : L'(K, u) — L(L, v) fortsetzbar. Mit
i/u =ilg =1, =v

gilt auch Gleichung 1.2.1 fiir 4'.

Um Gleichung 1.2.2 zu beweisen, seien zunéchst g € C(L) und f € C(K) beliebig.
Bezeichnet (- | -) die kanonische Dualitét, so folgern wir fiir m aus Proposition 1.2.5 und
beliebiges h € C(L), dass

(h|7 (f-ig)) = <myf-¢g>_/Km-f-igdu
— [ thom-s-emdn= [ (g-mom): fan=(ilg-1)| 1)
K K
=<g'h|i’f>Z/Lg'h'i’fdvz<h|g-i’f>~

Dies impliziert g-i' f = 4'(f-ig). Mit der Dichtheit von C(K) in L*(K, u) folgt schlieBlich
Gleichung (1.2.2). ///

Nun koénnen wir die Mafle auf K, die wir durch Riickzug der Punktmafle von L
erhalten, betrachten und erkennen durch Theorem 1.3.4, dass diese u wie gefordert
zerlegen.

1.3.2 Definition (Desintegrationsabbildung)
Unter den Standardvoraussetzungen 1.2.7 ist fur P = ¢’ die Desintegrationsabbildung
von X = LYK, 1) beziglich Y = L'(L,v) definiert durch

78 L= C(K) 1l ::510P\C(K)-

12



1.3 MaBzerlegung

1.3.3 Bemerkung

Wir erkennen sofort, dass fiir [ € L bereits y;(1x) = (Plg)(l) = 15(1) = 1 gilt. Das
heifit, wenn wir y; mit dem Satz von Riesz als Radonmaf interpretieren, so ist p; ein
Wahrscheinlichkeitsmaf.

1.3.4 Theorem (Norm-Zerlegung)
Unter den Standardvoraussetzungen 1.2.7 wird die Norm von X durch

e = [ m () ar@®)  vFee) (1.3.1)

zerlegt und die Desintegrationsabbildung von X entlang Y beziiglich der schwach-*-
Topologie auf C(K)' stetig, das heifit

V(ln), <L feC(K): Il,—1eL impliziert py, (f) = i (f).

1.3.5 Bemerkung

Mit Gleichung (1.3.1) ist fiir f € LY(K,u) und v-fast alle | € L bereits u;(f) < oo.
Durch Analyse des Beweises erkennen wir, dass es fiir dieses Resultat geniigt, dass die
Modelle vertraglich mit 7' sind, also nicht gefordert werden muss, dass sie vertriglich
beziiglich ¢ sind.

BEwEIS (THEOREM 1.3.4)
Es gilt fiir 0 < f € C(K)

/ w () dv (1) = / 5 (P1) du (1) = / (PF) () dv (1) = (Pf|11) = (f] i)
L L L
- <f|nK>:/Kf-anu:/deu=HfHLl(K,,L)-

Ist (I)n C L eine gegen [ € L konvergente Folge, so folgt

pu,, (f) = 61, (Pf) = (Pf) (ln) = (Pf) (1) = 0 (Pf) = (f)  VfeC(K).
Also erfiillt () die gewtinschte Regularitat. ///

Da die Desintegrationsmafie y; durch den Riickzug der Punktmafle auf L unter i
definiert wurden und 4 durch eine stetige Abbildung 7 : K — L induziert ist, stellt sich
die Frage, wie diese Mafle mit der Abbildung 7 zusammenhidngen. Wie im Fall einer
endlichen Menge L erhalten wir, dass der Tréager eines solchen Mafles u; innerhalb des
Urbilds von {l} unter 7 liegt.

13



Kapitel 1 Grundlagen, Darstellungsrdume und MafBzerlegung

1.3.6 Proposition (Trédger der Desintegrationsmafle)
Fir die Desintegrationsabbildung p.) von X entlang Y gilt

w (f)=0 VfeC(K) mit suppfna t{l} =0 Vie L.
Insbesondere ist

supp p; € 7 {1} Vie L.

BEWEIS

Seil € L und f € C(K) mit supp f N7 1{l} = 0, das heifit | ¢ 7(supp f). Die Menge
m(supp f) ist kompakt, da supp f eine abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums K
und 7 stetig sind. Wir wiahlen mit dem Lemma von Urysohn eine Funktion g € C(L)
mit supp g N7 (supp f) = 0 und g(I) = 1. Es folgt mit

ig- [ = (gOﬂ') f= (go7'r) - f- X7m=1(suppg) " Xsupp f
= (g © 71—) : f * Xo—1(supp g)Nsupp f — 0
bereits 0 = P(ig - f) = g - Pf, also insbesondere
0= (g-PH D =g()-8(PF) = (P'5) (f) = ().

Fiir den letzten Schritt fassen wir y; mit dem Darstellungssatz von Riesz als Radonmafl
auf K auf und beachten, dass K \ 7=1(I) offen ist. Aufgrund der inneren Regularitit
folgt dann

1 (K\W_l(l)) ZSHP{/fdm

suppng\w—l(l),fgl}zo. P
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Kapitel 2

Integralraume, Bochnerraume und direkte
Integrale

In Abschnitt 1.3 haben wir das Maf} i entlang eines Faktors in Mafle u; zerlegt. Es stellt
sich nun die Frage, ob bzw. wie sich dadurch eine Zerlegung des zugehérigen L1 (K, p)
in die L' (K, p17)-Réaume ergibt. Dabei kénnen wir kanonische Weise sofort eine stetige
Funktion f auf K in mehrere Funktionen fj := f|supp 4, zerlegen und erhalten eine , Dar-
stellung® von f durch diese f; € C(supp p;). Andererseits konnen wir den umgekehrten
Schritt nicht direkt durchfithren. Sind {f; € C(supp u;)}hier gegeben, so bilden diese
im Allgemeinen keine stetige Funktion f € C(K) in dem wir f ,abschnittsweise auf
supp p;“ durch das zugehérige f; definieren. Es fehlt eine Regularitit ,in [-Richtung®.
Das einfachste Beispiel ist, wenn wir K = L und pu = v wahlen. Dann erkennen wir fiir
k € K namlich up = 6, und damit ist jede Funktion, insbesondere auch jede unstetige
Funktion, durch solche ,abschnittsweisen Funktionen“ gegeben. Ein weiteres Problem,
das wir an diesem Beispiel erkennen, ergibt sich, wenn wir fiir f lediglich f € LY(K, )
fordern. Dann ist die Einschrankung solcher Funktionen auf supp p; nicht wohldefiniert,
falls supp p; eine p-Nullmenge ist.

Um diese Problematik zu l6sen, fithren wir den allgemeinen Begriff des Integralraums
ein und erkennen in Kapitel 3, dass dadurch die oben geschilderten Schwierigkeiten ge-
16st werden kénnen. Bevor wir diese neue Struktur anwenden, erarbeiten wir losgelst
von obiger Problemstellung in Abschnitt 2.1 einige grundlegende Eigenschaften dieser
RéAume und betrachten in Abschnitt 2.2 gewisse Operatoren zwischen ihnen, die soge-
nannten Diagonaloperatoren. Die weiteren Abschnitten beschéftigen sich damit, Inte-
gralriume mit bekannten Strukturen zu vergleichen. So betrachten wir in Abschnitt 2.3
den Spezialfall, dass p(.) konstant ist, und erkennen, dass in diesem Fall der Integral-
raum gerade ein Bochnerraum ist. Die letzten zwei Abschnitte zeigen einen Vergleich
der direkten Integralen von Hilbertrdumen mit den hier eingefithrten Integralrdumen.

2.1 Integralrdaume

In diesem Abschnitt wird die Struktur des Integralraums eingefiihrt. Zunéchst wird
diese als Vervollstiandigung eines Funktionenraums definiert. Dafiir seien im Folgenden
K und L kompakte Rdume und v ein WahrscheinlichkeitsmaB auf L, sowie .y : L —
P(K) : I — y eine schwach messbare Abbildung, das heifit, dass fiir jedes f € C(L) die
Abbildung gy (f) : L — R : 1+ py(f) messbar ist. Es sei angemerkt, dass wir fiir dieses
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Kapitel 2 Integralraume, Bochnerrdume und direkte Integrale

Kapitel einen etwas allgemeineren Kontext als den aus Kapitel 1 erlauben, indem wir
nicht voraussetzen, dass K und L metrisch und separabel sind oder 1.y stetig beziiglich
der schwach-*-Topologie auf C(K)' ist.

2.1.1 Definition (Integralraum)
Fiir eine stetige Abbildung f € C(L,C(K)) auf L mit Werten in C(K) ist

1= WA gt ) =, 1 Oy 0 )

eine Halbnorm auf C(L,C(K)) und definiert eine Aquivalenzrelation
frg = |If - g’HLl(L,u;Ll(K,M(,))) =0 Vf,g€C(L,C(K)).

Die Vervollstindigung von C(L,C(K))/ ~ beziiglich || - ||| heit Integralraum von K
entlang p .y beztiglich v und wird geschrieben als

/i%mmmww
L

Die Vervollstandigung eines Funktionenraums, bzw. eines Raums von Funktionen-
restklassen, ist eine Menge von Restklassen von Cauchyfolgen des Raums. Insbesondere
ist es zunédchst nicht moglich die Elemente dieser Vervollstdndigung als Abbildungen
auf L zu interpretieren. Wie jedoch durch die Schreibweise und die Motivation fiir diese
Struktur schon angedeutet, ist es moglich diese Elemente im folgenden Sinn kanonisch
als Abbildungen zu interpretieren.

2.1.2 Definition
Fir f € [LY(K, ) dv(l) ist eine Abbildung f auf L durch Wahl eines Restklassen-

vertreters (f,) € C(L,C(K)) von f durch f(I) := lim, fn(l) € L' (K, 1) definiert, falls
dieser Limes v-fast iiberall existiert.

2.1.3 Satz
Die Abbildung f + f aus Definition 2.1.2 ordnet einem f aus [L'(K, ;) dv(l) eine

Restklasse von paarweise v-fast iiberall gleichen Abbildungen f auf L zu, dass fiir jede
dieser Abbildungen f(I) € LY(K, ) fiir v-fast alle | € L gilt. Diese Restklasse ist
eindeutig und normerhaltend, das heifit

/

F)

dv (1) = [IlF1I-

LY (K )
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2.1 Integralrdume

BEWEIS
Sei f € [, LYK, w)dv(l) und (gn)n € C(L,C(K)) mit g, — f in [, L'(K, w) dv(l).
Dann ist (g,), beziiglich der Integralraumnorm eine Cauchyfolge, das heif3t

9 = 9l = [ 9 () = g D1 0

Wir wihlen eine Teilfolge (gn, )n =: (fn)n S0, dass fiir n < m bereits ||| fr, — fmll| < 27"
gilt und dass

n,Mm—00

0.

,M—00
160 0) = i Dl sy 22
Also ist fiir v-fast alle I € L die Folge (fx(l))n eine Cauchyfolge in LYK, ). Da diese
Riume vollstindig sind, existiert fiir v-fast alle I € L ein f(1) := lim,, f,,(1) in L' (K, ;).
Insbesondere gilt fiir diese [ € L

0 fir v-fast alle | € L.

o0

FO=rO-S ()= frr1 ()  VneN.

k=n

Wir erkennen dass fir v-fast alle | € L

w ([Fn @ =FO)) = ([fa @ = Yim fn 0)]) = im g (1 (1) = f () ])

m— 00 m—0o0

gilt, insbesondere ist I — (| fn(l) — f(1)]) als v-fast iiberall Limes messbarer Abbil-
dungen selbst messbar. Daher gilt
dv (1)

[ 1005 @], 0= [ e

k=n
= ;;L/L 15 @) = frrr Dl ey 2 O)

< g ntl 7, g

o0

> () = frra (D)

Insbesondere gilt die Erhaltung der Norm, das heif3t

[liw

wobei die Abbildung I — [[f(!)[[11(x,,) als v-fast Giberall Limes von messbaren Abbil-
dungen selbst messbar ist, also dieses Integral wohldefiniert ist.

Wir kommen nun zur Eindeutigkeit von f. Sei (hy,)n € C(L,C(K)) eine weitere Folge
mit h,, — f in [; L'(K, ) dv(l). Es folgt

JA IO

Also gilt insbesondere fiir jede Teilfolge (g )n von (hy)n, die v-fast iiberall konvergiert,

A

dass diese punktweisen Limiten durch f gegeben sind. Damit ist die Abbildung wohl-
definiert, das heifit unabhéngig von der Wahl des Restklassenvertreter und der v-fast
iiberall konvergierenden Teilfolge. ///

dv (1) = (Il /1l

L (K, )

ity @ O = |7 = fal| 17 = Balll 222 0.
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Kapitel 2 Integralraume, Bochnerrdume und direkte Integrale

2.1.4 Bemerkung
Aufgrund von Satz 2.1.3 fassen wir jedes Element

fe /L1 (K, ) dv (1)

des Integralraums als (Restklasse) einer Abbildung f auf L auf, wobei fiir v-fast alle
l € L bereits f (1) € Ll(K ,i7) ist. Dabei liegen zwei Abbildungen in der gleichen
Restklasse, falls sie sich nur auf einer v-Nullmenge unterscheiden. Im Weiteren werden
wir nicht zwischen f und f unterscheiden. Bezeichnet ~,, wieder die Aquivalenzrelation
der v-fast iiberall Gleichheit von Abbildungen auf L, so gilt also in dieser Interpretation
des Integralraums

/Ll (Kuul) dv (l) C HLl (Ka,ul)/'\“u .
leL
Dadurch ergibt sich auf [ L'(K, p;)dv(l) eine kanonische Verbandsstruktur.
Da C(L,C(K)) = C(L x K) gilt und durch

n(f) = el =M= Vfel(LxK)

eine positive Linearform auf C(L x K) definiert ist, ist n mit dem Darstellungssatz von
Riesz ein Radon-Mafl auf L x K und es gilt im Sinn einer Banachverbandsisomorphie

/L1 (K, m)dv () 2 LY (L x K,n).

Insbesondere ist [ L'(K, 1) dv(l) ein AL-Raum.

Es stellt sich nun die Frage, wann eine ,,punktweise gegebene Funktion* ein Element
des Integralraums ergibt, das heifit unter welchen Voraussetzungen die Abbildung [ —
fi als Element des Integralraums interpretiert werden kann, wenn fiir jedes | € L
eine Funktion f; € L*(K, 1) gegeben ist. Fiir eine mégliche Antwort nehmen wir das
folgende Korollar aus Theorem 2.5.3, beziehungsweise aus der Analyse des Beweises,
vorweg.

2.1.5 Satz

Sei f eine Abbildung auf L in die Funktionen von K nach R so, dass die Abbildung
F: L= Rl [[f(Dlli2(k ) ein Element aus L2(L,v) ist. Ist C(K) separabel, so gilt
genau dann f € [; L'(K, ) dv(l), wenn fiir alle g € C(L,C(K)) die Funktion

L — [—o00; 0] :l»—>/Kf(l)~g(l)dul

messbar ist.
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2.1 Integralrdume

Da wir f € C(K) bzw. g € C(L) durch f+— 17 ® f bzw. g — g ® 1 in die stetigen
Funktionen auf L x K einbetten kénnen und C(L x K) = C(L,C(K)) gilt, kénnen wir auf
natiirliche Weise fiir h € [ L'(K, 1) dv(1) die Multiplikation mit f bzw. g definieren.

2.1.6 Bemerkung (Modulstruktur)
Der Integralraum |, LY(K, 1;) dv ist ein unitirer Modul iiber den kommutativen Ringen
C(K) und C(L), in dem wir die Multiplikation durch

C(r) % [ LM av ()= [ V(K dv (Fug) = T g3= 1 -9 (D)
beziehungsweise

C()x [ V(K@) [ LK) dvs () = F 9= (L £ 1) 9 1)
definieren. Wir schreiben daher fir f € C(K) jeweils 1y, - f fir die im Sinne

(f-17)(1)=f  als L' (K, i) -Gleichheit

konstante f Abbildung.

Auf Grund dieser Modulstruktur schreiben wir im Folgenden fir f € C(L) und
g € C(K) statt f ® g nur f - g fiir die Abbildung L — C(K) : L — f(I) - g.

Offensichtlich ist ein Operator auf einem Integralraum wohldefiniert, falls er dies
auf einer dichten Teilmenge des Integralraums und dort beschréankt ist. Da wir uns in
Abschnitt 2.2 mit gewissen Operatoren zwischen Integralraumen beschéftigen werden,
ist es daher entscheidend zu wissen, was fiir Mengen dicht im Integralraum liegen.

2.1.7 Lemma (Dichtheit)
Ist X = [, LYK, ) dv(l) ein Integralraum, B C L'(L, v) dicht und A C C(K) fiir alle
I € L dicht in L*(K, 1), so liegt

B-A=ling{g-f|geB, feA}

dicht in X.

BEWEIS

Wir nehmen zunéchst an, dass {xp| B C L messbar} C B. Offensichtlich geniigt es zu
zeigen, dass mit Abbildung aus B - A jede Abbildung aus f € C(L,C(K)) beziiglich der
Integralraumnorm approximiert werden kann. Dafiir wéhlen wir fiir € > 0 und Iy € L
mittels der Dichtheit von A eine Funktion g, so, dass

gt = F o)l (5 p ) < &
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Kapitel 2 Integralraume, Bochnerrdume und direkte Integrale

Des Weiteren wéhlen wir mit der Stetigkeit von f eine Umgebung U;, € L von [y mit

Hf(lo)—f(l)Hc(K) <e VieU.

Offensichtlich tiberdeckt {U;};cr bereits die ganze Menge L und aufgrund der Kom-
paktheit existieren Iy, ...,[, so, dass

U o, =L
k=1

Wir bemerken fir

k—1
A =Up\ |J Uy,

=1

dass {Ag}}_; auch L iiberdecken und diese Mengen paarweise disjunkt sowie messbar
sind. Definieren wir

n
g = ZXAk ‘glk7
k=1

so erkennen wir g € ling B - A und
g =51 = [ g @ = Ol sy 0 = > [ 190 = £ Ol 0@
S Z/ (Hglk - f (lk)HLl(K,m) + Hf (lk) - f <l)HL1(K7m)) dv (l)
k=1" Ak

2edv (1) = 2edv (1) = 2e.
gkzl/Akal/() /UkAkau() 5

Damit liegt ling B - A dicht in [, L'(K, 1) dv(l), falls B 2 {xp| B C L messbar}.

Sei nun B eine beliebige dichte Teilmenge von L' (L, v). Auf Grund des ersten Schritts,
gentigt es, fiir messbares B C L und f € A zu zeigen, dass xp - f durch Abbildungen
in ling (B - A) approximiert werden kénnen. Nach Voraussetzung existieren g, € B mit
gn — xp und fir f, =g, - f gilt

e £ = £all = [ 10z 5D = fo Ol ey v 0
= [xm @) F = 90 @) Flussepy 0 )
< Wl [ s =gl 2250,

da f € ACC(K), also || fll¢cx)y < oo. Damit gilt die Aussage. ///
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2.2 Operatoren zwischen Integralrdumen

2.2 Operatoren zwischen Integralraumen

Es ist bekannt, dass Multiplikationsoperatoren auf einem L'-Raum als punktweise Mul-
tiplikation mit einer geeigneten Funktion definiert sind. Dies konnen wir auf Integral-
rdume verallgemeinern, in dem wir Diagonaloperatoren, das heifit ,,punktweise gegebe-
ne* Operatoren, betrachten. Der folgende Abschnitt zeigt einige Eigenschaften solcher
Operatoren.

2.2.1 Definition (Diagonale Operatoren)
Seien X := [, LY(K; ) dv(l) und Y := [, L'(K, fi;) dv(l) Integralriume. Existiert fiir
alle I € L ein Operator T} € L(LY (K, 1), Ll(/lz, fiy)) so, dass

[riav@:x sy (1en(w)

ein stetiger Operator von X nach Y ist, so heifit [ T;dv(l) Diagonaloperator, der durch
die punktweisen Operatoren {T}}; induziert ist.

Natiirlich kénnen wir die selbige Konstruktion auch fiir Linearformen durchfiihren.

2.2.2 Definition (Diagonale Linearformen)
Existiert fiir alle [ € L eine stetige Linearform ¢; : L1(K, 11;) — R so, dass

/goldy(l):X—>R:f»—>/<pl(f(l))dy(l)

stetig ist, so heiit [ ¢;dv(l) diagonale Linearform, die durch die punktweisen Linear-
formen {¢;}; induziert ist.

Betrachten wir einen L!-Raum, so erkennen wir, dass die Funktion, iiber die ein
Multiplikationsoperator definiert ist, immer gewisse Regularitit erfiillt. Insbesondere
muss die Funktion f, die einen Operator durch punktweise Multiplikation definiert,
messbar und beschrankt sein, das heift f € L°(L,v). Im Fall eines Integralraums
stellt sich eine dquivalente Frage: Welche Regularitdt muss erfiillt sein, damit, falls far
jeden Punkt I € L ein Operator T; auf LI(K ,17) gegeben ist, ein Diagonaloperator
induziert wird.

2.2.3 Proposition (Punktweise gegebene Operatoren)

Seien X = [, LYK, ) dv(l) und Y = [, LY(K, [iy) dv(l) Integralriume und T = {T;};
eine Familie von punktweisen Operatoren, also T} : LY(K, ;) — Ll(/lz , 1), so, dass
F:L—R:lw—||T;]| € L>(L,v) und

(~Ti())eY VfeC(K).

21



Kapitel 2 Integralraume, Bochnerrdume und direkte Integrale

Dann ist der Operator T := [, T;dv(l) € L(X,Y") wohldefiniert mit

7] < esssup |73 =: C.
leL

BEWEIS
Wir erkennen sofort, dass fiir f € C(K) und g € C(L) bereits

(e TigW-f)=gO) - Ti() =g-Tf €Y.
Also ist T auf A :=lin{g - f| f € C(K), g € C(L)} wohldefiniert.
Fiir [ € L bezeichne X; := LY(K, i) und Y; := Ll(%, ). Ist f € A beliebig, so gilt

771l = [ (7 O iy 0
<A@gmmwwmwmwwm=%wmu

Insbesondere gilt, wenn (hy,), € A eine Cauchyfolge beziiglich ||| - |||x ist, dass (Thn)n
eine Cauchyfolge beztglich ||| - |||y ist. Da fur f € X nach Lemma 2.1.7 eine Folge
(hn)n C A existiert so, dass h, — f in X, folgt die Wohldefiniertheit von 7" auf X. Mit
der obigen Normabschétzung folgt die Aussage. ///

2.2.4 Bemerkung

Offensichtlich gentigt es in Proposition 2.2.3 die Wohldefiniertheit fiir die Elemente
einer Menge A C C(K) zu fordern, die fiir v-fast alle | € L dicht in LY(K, ;) liegt.
Selbiges gilt fiir die folgenden Proposition 2.2.6 und Satz 2.3.8.

Die Bedingung, dass T eine Regularitdt ,in L-Richtung“ erfiillt, ist ebenso wie im
skalaren Fall notwendig. Wir geben dafiir ein kurzes Gegenbeispiel punktweiser Ope-
ratoren, die diese Bedingung verletzen und trotz jeweils einzelner Regularitit keinen
Diagonaloperator induzieren.

2.2.5 Beispiel (Ohne gemeinsame Regularitit)

Ist U C [0; 1] eine nicht beziiglich des Lebesgue-Mafles messbare Menge und definieren
wir fiir [ € [0;1]

f el

—f :l¢L’

wobei £ das Lebesgue-Maf auf [0; 1] bezeichnet, so sind offensichtlich alle 7} isometri-
sche Banachraum-Isomorphismen. Jedoch ist die Abbildung

L= LM (K, ) : 1 T (1)

T L (K ) = L (10;1],£1) > L ([0,1],£1) < f = {
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nicht durch Abbildungen aus C(L,C(K)) approximierbar, da sonst auch xr — x[o;1\z
durch C(L) Funktionen approximierbar wére, was der nicht-Messbarkeit von L wider-
spricht. Insbesondere induzieren die T} keinen Diagonaloperator auf [ Li([0;1], £YdLt,
da dieser nicht auf allen Integralraum-Elementen wohldefiniert ist.

Wir kénnen dieses Beispiel noch erweitern, in dem wir einen isometrischen Banach-
verbandsisomorphismus S : L1([0; 1]; £') — LY([0;1]; £') mit S # id, beispielsweise den
Rechts-Shift, wihlen und fir [ ¢ L statt Tj(f) = —f einfach T;f = Sf setzen.

Unter weiteren Voraussetzungen kénnen wir die Ungleichung der Normen in Propo-
sition 2.2.3 zu einer Gleichung verbessern.

2.2.6 Proposition o
Seien C(K) separabel und X = [, L'(K, 1) dv(l) und Y = [; L(K, ;) dv(l) Integral-

rdume so, dass die Abbildungen
pey L= P(K): L, ﬁ(,):L—>73</I‘(/):l&—>ﬂl
stetig beziiglich der schwach-*-Topologie auf C(K)' bzw. C(K)' sind und
_ 1 V(77 ~
T = {Tl €L (L (K, m),L (K,Ml))}l

eine Familie so, dass fur alle f € C(K) die Abbildungen | — ||T;f ||L1( 7, Stetig ist

und (I — T;f) € Y gilt. Dann ist genau dann esssup; [|T;]| < oo, wenn T := [ T;dv(l)
wohldefiniert ist. Und in diesem Fall gilt [ — ||7;|| € L°°(L, v) mit esssup; | 17| = |||

BEWEIS
Wir zeigen zunéchst, dass in beiden Fallen, [ — ||T;|| messbar ist. Dafiir sei A eine
abzéhlbare, dichte Teilmenge von C(K') und wir bemerken, dass, wenn wir % = 0 setzen,

I1Ti s 2 )
L= [T = sup —————
feA ||f||L1(K7m)

das Supremum abzéhlbar vieler, messbarer Abbildungen ist, da nach Voraussetzung fiir
alle f € C(K) die Abbildungen

Lo Ity L T )

messbar sind. Also ist diese Funktion messbar.

Insbesondere folgt mit Proposition 2.2.3 und Lemma 2.1.7, dass unter beiden Voraus-
setzungen 7" wohldefiniert ist. Weiter geniigt es nach Proposition 2.2.3 esssup; ||T;|| <
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|IT|| zu zeigen, um die gesamte Aussage zu erhalten. Dafiir wihlen wir fiir beliebiges
e>0einly€suppr C Lund 0 # f € C(K) mit

1Tl 7.

> || Ty, |l — e > esssup || T3] — 26 =: C' — 2e.
||f”L1(K7mO) leL

Wir wéhlen eine Umgebung U von [y so, dass fiir alle [ € U bereits

Hﬂf“p(f(’%)
AN (e )

Damit gilt fiir g := f - xu # 0 bereits

sl = [ gy ey &0 = [ 1735100 ey d @
> [ (€=39) Wl 0 = € =39)- [ TSl aepy a0 1)

—(C—30)- / 19 @)l 1y 2 () = (C — 3€) - gl

Da e > 0 beliebig war, folgt die ||| = C = esssup; ||T1]|. ///

>(C — 3e.

Nun stellt sich die Frage, welche Eigenschaften der punktweise gegebenen Operatoren
sich auf den zugehorigen Diagonaloperator iibertragen. Als erste solcher Eigenschaften
erhalten wir direkt aus den jeweiligen Definitionen die Injektivitét, Isometrie, Positivi-
tdt und Verbandsoperatoreigenschaft.

2.2.7 Proposition (Punkteigenschaften)

Seien X, Y, T und T; wie in Proposition 2.2.3. Ist T; fiir v-fast alle [ € L injektiv bzw.
isometrisch bzw. positiv bzw. Markovsch bzw. ein Verbandsoperator, so ist T injektiv
bzw. isometrisch bzw. positiv bzw. Markovsch bzw. ein Verbandsoperator.

Wie im skalaren Fall geniigt es dagegen nicht, dass ein Diagonaloperator punkt-
weise durch Surjektionen gegeben ist, damit dieser selbst surjektiv ist. Insbesondere
ist ein Diagonaloperator, der punktweise ein Isomorphismus ergibt, nicht unbedingt
ein Isomorphismus zwischen den zugehorigen Integralraumen. Wir erkennen, dass die
punktweisen inversen Operatoren genau dann einen Diagonaloperator definieren, wenn
der zugehorige Diagonaloperator invertierbar bzw. surjektiv ist.

2.2.8 Proposition (Isomorphismen)
Sei T := [, Tydv(l) € L(X,Y) ein Diagonaloperator zwischen zwei Integralrdumen

X = [ LYK, ) dv(l) und Y := [ LYK, fi;) dv(l). Falls fiir alle [ € L der Operator
T; : LK, 1) — LY(K, i) invertierbar ist, so gilt genau dann S := I T tdev(l) €
L(Y, X), falls T surjektiv ist und in diesem Fall sind 7" und S invertierbar mit 7! = .
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BEWEIS
Ist T € L£(X,Y) surjektiv und sind alle 7; bijektiv, so ist nach Proposition 2.2.7 T
injektiv und surjektiv, also bijektiv und damit invertierbar. Offensichtlich gilt dann
S=T"1e LY, X).

Gilt andererseits T € L£(X,Y) und S € L(Y, X), so gilt offensichtlich § = T—!.
Insbesondere ist T' dann surjektiv. ///

Wir betrachten nun den umgekehrten Fall, also dass ein diagonaler Operator gewisse
Eigenschaften hat, und versuchen zu schlieflen, welche Eigenschaften sich dann auf die
punktweisen Operatoren iibertragen. Zur Vereinfachung setzen wir dabei C(K) und
C (% ) als separabel voraus. Es sei bemerkt, dass fiir alle Beweise wieder ausreichen
wiirde, dass abzéhlbare Mengen A C C(K) und A C C(K) existieren so, dass A bzw.
A fiir v-fast alle [ € L dicht in LYK, 1) bzw. Ll(f, ;) liegt. Um die Aussagen etwas
zu verkiirzen, werden wir dies nicht weiter beachten.

Wieder ergibt sich die gewiinschte Aussage einfach fiir die Isometrie, Positivitdt und
Verbandsoperatoreigenschaft eines Operators.

2.2.9 Proposition

Sei T = [, Tydv(l) € L(X,Y) ein Diagonaloperator zwischen zwei Integralrdumen
X = [, LMK, m)dv(l) und Y := [, LY(K, i) dv(l), wobei C(K) separabel sei. Tst
T isometrisch bzw. positiv bzw. ein Verbandsoperator, so ist 1} fiir v-fast alle [ € L
isometrisch bzw. positiv bzw. ein Verbandsoperator.

BEWEIS

Wir setzen X; := LY(K, ;) und Y; := L*(K, i) fiir | € L und es sei A eine abzéhlbare,
dichte Teilmenge von C(K). Es sei zunédchst angenommen, dass fir alle f € A und
v-fast alle [ € L bereits ||T;f|lv, = || fllx, bzw. T;(| f]) > 0 bzw. T;(|f|) = |T; f| gilt. Mit
der Abzéhlbarkeit von A folgt fiir eine v-Nullmenge N C L

ITiflly, = [Ifllx, baw. Ti([f]) = 0 baw. T (|f]) = |Tif|  VfeA leL\N.

Da fiir alle I € L die Menge A dicht in L!(K, ) liegt, impliziert die Stetigkeit von Tj,
dass fiir alle [ € L'\ N der Operator T; isometrisch bzw. positiv bzw. ein Verbandsope-
rator ist. Es bleibt also nur noch obige Annahme zu zeigen.

Sei nun 7" isometrisch und f € A beliebig. Ist

Ap={1e L ITflly, > Ifllx,}

so ist Ay messbar, da diese Menge das Urbild von (0,c0] unter der Abbildung I
\Tiflly; — || fllx, ist diese messbar ist, da nach Voraussetzung (I — T;f) € Y. Damit
gilt x4, - f € X und, da T' eine Isometrie ist, folgt

/A i, 1) = I (eas - £)|| = /A ITifly; v @) 2 /A i, ).
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Also ist v(Af) = 0, da fiir alle [ € Ay bereits || f||x, < ||T1f|y, gilt. Durch ein dquiva-
lentes Argument erhalten wir, dass nur auf einer v-Nullmenge ||T;f]ly; < ||f]lx, gelten

kann. Somit ist |77 f||y, = || f||x, fast iiberall beziiglich v. Damit gilt im isometrischen
Fall die Annahme.

Fir die Falle, dass T positiv bzw. ein Verbandsoperator ist, gilt fiir beliebiges f € A
per Definition T'(1z, - |f|) > 0 bzw. T'(|11 - f|) = |T(1L - f). Insbesondere ist

Ti(|lf) =T (1 -|f]) (1) >0 fir v-fast alle [ € L

bzw.

Tf| = (T (- 1) | =T (1p- f) () =Ty (|f)  fir v-fast alle [ € L.

Damit gilt auch in diesen Féllen die Annahme. ///

Wieder ist die Surjektivitit diejenige Eigenschaft, deren ,Vererbung* sich schwieri-
ger zeigen lasst. Filir den Beweis wird das folgende technische Lemma benétigt welches
besagt, dass ein Operator T : X — Y zwischen Integralrdumen X = [, L YK, ) dv(l)
undY = [, L'(K, [iy) dv(l) mit Hilfe des Auswahlaxioms eine (nicht eindeutige) lineare
Abbildung von C(L,C(K)) in den Produktraum [7J, L'(K, ) induziert. Das heift, wir
konnen durch T einem f € C(L;C(K)) nicht nur eine Restklasse von Produktraumele-
menten zuordnen, wie uns Satz 2.1.3 liefert, sondern kénnen sogar in linearer Weise ein
Produktraumelement T'f € [[; L (K ,u,l) auswahlen. Dies wird es uns ermoglichen, die
Inverse v-fast aller T} : L' (K, 1) — LY (K, [i;) anzugeben, falls T' der Diagonaloperator
T = [, Tydu(l) ist.

Fiir die Formulierung des Lemmas bezeichnet wf bzw. @ f die Projektion eines
Elementes f € [[;L'(K, ;) bzw. fe IL Ll(ﬁ , 1) auf die Restklasse der paarweise
v-fast iiberall iibereinstimmenden solchen Elemente.

2.2.10 Lemma
Ist U eine lineare Abbildung zwischen Integralraumen X := [; L YK, ) dv() und Y :=

;L YK, i) dv(l), dann existiert eine derartige lineare Abbildung U : C(L,C(K)) —
[[,L (K , 1), dass fiir die obige Projektionen w und @ das Diagramm
U 1
C(L,C(K) - &) C [[LME )

leL

m(C(L,C(K))) C X

kommutiert.
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BEWEIS
Wir erkennen, dass C(L,C(K)) sowie @~ 1(Y) Vektorriume sind, sowie

Ag = {f € C(L,C(K)) | I fillu gy = O fiir wofast alle L € L} == (0)
und

Ag = {f € & (V) | I1filly sy = O fiiw w-fast alle L € L} = &7 (0)
lineare Unterraume dieser Raume sind. Auflerdem ist

S @ (C(L,C(K))) = (C(L,C(K))/A) =Y = (&7 (V) [A)

nach Satz 2.1.3 wohldefiniert und linear. Also folgt mit der in Proposition A.2.1 ausge-
fiihrten Anwendung des Auswahlaxioms die Aussage. ///

Nun koénnen wir zur Betrachtung der ,Vererbung® der Surjektivitit iibergehen. Zur
weiteren Vereinfachung betrachten wir dabei nur isometrische Operatoren.

2.2.11 Proposition

Sei T = [, Tydv(l) € L(X,Y) ein Diagonaloperator zwischen zwei Integralrdumen
X = [, LYK, )dv() und Y := [} LY (K, fiy) dv(l), der isometrisch und surjektiv ist,

wobei C(K') und C(K) separabel sind. Dann ist 7; fiir v-fast alle | € L isometrisch und
surjektiv. Des Weiteren ist 77! ein Diagonaloperator mit 7! = le_l dv(l).

BEWEIS - N
Wir setzen X; := LYK, ) und Y} := LYK, ) fiir | € L. Es sei A bzw. A ein
abziihlbarer, dichter Teilraum iiber Q von C(K) bzw. C(K). Nach dem vorangehenden

Lemma 2.2.10 kénnen wir annehmen, dass 7-! Abbildungen aus C(L,C(K)) linear auf
Elemente aus [[; X; zuordnet. Wir definieren damit fiir f € A

Slf:: 7! (]lL . f) (l) .

Insbesondere kénnen wir die so definierte Abbildung S; als lineare Abbildung auf A mit
Werten in X; auffassen, wobei die Homogenitat nur tiber Q gilt. Wir beachten, dass fiir
f € A auflerhalb einer v-Nullmenge

(r(r7" (1)) =1.)-F=F
und fiir f € A auerhalb einer weiteren v-Nullmenge

(T @ )) O =100 f=f
gilt. Damit folgt fiir v-fast alle [ € L bereits

n(57) = (0 (7)) 0) = (0 (7 (1)) 0 =520 F=
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und

S (Tf) = (T (1T ()) O = (17T AL ) O =1 O)- [ = J.
=(=Ty(f)) =(1=TQALf)D)

Da A und A’ abzihlbar sind, gilt also fiir eine v-Nullmenge A bereits
S(Tif)=f wd T (Sif)=F V€A feA leL\A
Des Weiteren gilt nach Proposition 2.2.9 fiir v-fast alle [ € L bereits

150 (TN, = W llx, = 1Tiflly, ¥V f €A

Da A fiir alle | € L dicht in L*(L, ) liegt, kénnen wir insgesamt also fiir v-fast
alle [ € L die Abbildung S; zu einem isometrischen, linearen Operator S; : ¥} — X|
fortsetzen und es gilt nach Obigem S; = Tfl. Mit Proposition 2.2.8 folgt schliefllich

T=1 = [, S dv(l). A

2.3 Integralrdaume und Bochnerraume

Betrachten wir die Definition des Integralraums, so erkennen wir, dass durch p.y =17
ein einfacher Spezialfall gegeben ist. In diesem Fall gilt fiir ein Element f des Integral-
raums [ L'(K, ) dv(l) namlich f(I) € LY(K,n) fiir v-fast alle | € L. Das heifit der
,Zielraum*“ hingt nicht von [ € L ab. Damit ist [ L'(K, ;) dv(l) ein Bochnerraum.
Eine ausfiihrlichere Einfithrung in die Theorie zu Bochnerrdumen ist beispielsweise in
[Ruz04, Kap. 2] zu finden.

Um dieses Ergebnis zu prézisieren, wiederholen wir die Definition des Bochnerraums.
Dafiir muss zunéchst ein passender Begriff der Messbarkeit definiert werden. Wie tiblich
definieren wir diesen durch Approximation durch einfache Abbildungen und bilden
Restklassen von paarweise v-fast iiberall {ibereinstimmenden Abbildungen.

2.3.1 Definition (Bochnerraum)

Sei L ein Kompaktum und v ein endliches Radonmaf auf K, sowie X ein Banachraum.
Eine Abbildung s : L — X heifit einfach, falls die Menge Bild s endlich ist und in
diesem Fall nennen wir s (Bochner-)messbar, falls fiir alle z € X die Menge s~ !(z)
messbar ist. Ist s eine einfache, messbare Abbildung, so ist das Integral von s durch die
endliche Summe

/Sdl/ ::%x'y<sl (:c))

definiert. Eine Abbildung f : L — X heift (Bochner-)messbar, falls messbare, einfache
Abbildungen s, : L — X existieren so, dass fiir alle [ € L auflerhalb eine v-Nullmenge

()= lim s, (1)
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gilt. Ist aulerdem

/Q 1F (@) = 0 (D)l d 2255 0

erfiillt, so heiit f (Bochner-)integrierbar und das (Bochner-)Integral ist durch

/fdyzggngo/sndy,

sowie die Bochner-Norm durch

£l = [ 17 Ollxd )

gegeben. Fiir Bochner-messbare Abbildungen f,g : L — X ergibt sich eine Aquiva-
lenzrelation f ~ g : <= ||f = gllyy(p,x) = 0 und der Bochnerraum ist definiert
durch

LY(L,v; X) := {f:L—)X ‘ frmessbar, |[flly g ,.x) < oo}/w.

Daraus ergeben sich zwei Fragen der Wohldefiniertheit. Einmal fiir die Norm, da
zunédchst nicht klar ist, warum [ — || f(I)||x fiir Bochner-messbares f wieder messbar
ist und zum zweiten fiir die des Bochner-Integrals. Diese technischen Feinheiten werden
in Proposition 2.3.2 und Proposition 2.3.3 gezeigt.

2.3.2 Proposition (Wohldefiniertheit der Norm)
Ist f: L — X Bochner-messbar, so ist L — R : [ — || f(])||x Borel-messbar. Insbeson-
dere ist || |11z, x) wohldefiniert.

BEWEIS

Fiir Bochner-messbares f : L — X existieren Bochner-messbare, einfache Abbildungen
n— oo

Sp : L — X so, dass s, (I) —— f(I) fir v-fast alle [ € L. Insbesondere ist ||s,||x : L —
X : 1~ ||sp(l)||x eine messbare, einfache Funktion und es gilt ||s,()|lx — ||f(D)]lx
fast tberall beziiglich v. Damit ist L — R : [ — || f(I)||x als fast-iitberall Limes von
messbaren, einfachen Funktionen selbst messbar. ///

2.3.3 Proposition (Wohldefiniertheit des Bochner-Integrals)
Ist f: L — X Bochner-integrierbar, so ist [ f dv wohldefiniert.
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BEWEIS
Fiir Bochner-integrierbares f : L — X existieren Bochner-messbare, einfache Abbildun-

gen s, : L — X so, dass s, (1) == f(I) fiir v-fast alle | € L und 1f=snllLrzx) = 0.

Insbesondere gilt
/Hsn SmHLl(LuX
n,m—00

H/sndl/—/smdu
[sn = fllirwwxy + 1 = smllurppx) — 0.

Also bilden diese eine Cauchyfolge und mit der Vollstéandigkeit von X ist das Bochnerin-
tegral definiert. Die Wohldefiniertheit, also Unabhéngigkeit von der approximierenden
Folge, ist offensichtlich, da || - [|y,1 (1, ,,x) eine Norm ist. ///

IN

IN

Die néchste Frage, die sich natiirlich stellt, ist, ob sich wie im Fall der Lebesgue-
Réaume vollstdndige Rdume ergeben.

2.3.4 Theorem
Der Bochnerraum L'(L, v; X) ist ein Banachraum.

BEWEIS
Sei (fn)n eine Cauchyfolge in L' (L, v; X). Da es geniigt, die Konvergenz einer Teilfolge

nachzuweisen, konnen wir ohne Beschrédnkung der Allgemeinheit annehmen, dass || f, —

frrilliirex) < 27"~1. Per Definition existieren einfache, messbare Abbildungen s*

so, dass s*¥ — f,. Nach Ubergang zu Teilfolgen gilt || f,, — ZHLl (LX) < 277=1 also
auch ||s] — s, +1”L (Lwix) S 27" Nach erneutem Ubergang zu einer Teilfolge kénnen

wir davon ausgehen7 dass ||s}'(l) — SZI%( )| fur v-fast alle [ € L gegen 0 geht. Da
X vollstédndig ist, konvergiert s7(l) fast tiberall beziiglich ¥ und wir definieren dort
punktweise f(l) := lim,, sj({). Per Definition ist f messbar und der Limes von s:. Wir
erkennen, dass punktweise

F(0) = lim st ( ) + Z (i -stw)  vnen

Also folgt die Vollstandigkeit des Bochnerraums aus

/an—flldV(l) < /Ilfn—SZIIdV+/\SZ—fHdV

k
o — STl + / Z st b

k
<l = sl + Z Ikt = k]|

<ol 4o "+1 —>”*O° 0. 1/
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2.3.5 Proposition

Ist X ein Banachverband, so ergibt sich durch punktweise Definition eine Banach-
verbandsstruktur auf L'(L,v; X). Ist X sogar ein AL-Raum, so ist L'(L,v; X) ein
AL-Raum.

Wie im Fall von reellwertigen Bochnerrdumen, also Lebesgue-Raumen, erhalten wir,
dass die stetigen Abbildungen dicht im Bochnerraum liegen. Durch dieses Ergebnis wird
es uns méglich sein zu beweisen, dass ein Integralraum [ L'(K, ;1) dv(I) mit konstanten
w; = n einem Bochnerraum entspricht.

2.3.6 Satz

Unter den Voraussetzungen von Definition 2.3.1 sind die X-wertigen stetigen Abbil-
dungen auf L Bochner-messbar und die Menge der Restklassen stetiger Abbildungen
liegt dicht im Bochnerraum L(L, v; X).

BEWEIS

Ist f € C(L; X), e >0 und [y € L, so existiert eine offene Umgebung U, . € L von [
mit || f(1) — f(lo)| < € fiir alle | € Uj, .. Da L kompakt ist, kénnen wir endlich viele
l1,...,l, wahlen so, dass

U%:L

Somit gilt fiir V;, := Uy, \ Ui_} Up, und fo = S0 f(1) - xv;, (1), dass
I = Pl = [ 1 Q)= Ol ) Z / 12 — flldv

= 5 dv < dv =e.

Z/ T f||v<i;/vli€v .

Damit folgt, dass eine Teilfolge der einfachen Abbildungen f,, := fo—» punktweise gegen
f konvergieren und || f, — fk”Ll(L,u;X) < g9~ min{nk}t 5 0. Per Definition ist damit f

messbar und es gilt || flly 1 .x) < [[filliz,x) +1 < oo, also f € LYL,v; X).

Sei U C L eine Borel Mengen und = € X. Da C(L) dicht in L' (L, v; R) liegt, existieren
(gn)n C C(L;R), sodass g, — xv in LY(L,v;R). Es folgt fiir f, := g, - x, dass

[l fn _XU'$HL1(L,V;X) - /LHgn'x_XU'xH dv :/’gn —xuldv-|lz||

—
lgn — XUHLl(L,u]R ] === 0.

IN

Da einfache Abbildungen Linearkombinationen solcher Abbildungen xy -  sind, wer-
den alle einfachen Abbildungen approximiert. Per Definition liegen damit die stetigen
Abbildungen dicht im Bochnerraum. ///
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2.3.7 Satz (Vergleich von Bochner- und Integralriaumen)
Ist [, L*(K,n)dv(l) ein Integralraum, so gilt im Sinn von Satz 2.1.3

/ L (K,n)dv (1) = L! (L, v, L (K, n)) .
L

BEWEIS

Da C(K) dicht in L*(K,n) liegt, ist C(L,C(K)) nach Satz 2.3.6 eine dichte Teilmenge
des Bochnerraums L'(L, v, LY(K, 7)) beziiglich der Bochnernorm. Per Definition des
Integralraums liegt aber C(L,C(K)) auch dicht im Integralraum beziiglich dessen Norm.
Die Aussage des Satzes folgt, da fiir f € C(L,C(K)) die Norm des Integralraums und
des Bochnerraums gleich sind, das heifit, da fir f € C(L,C(K))

HfHLl(L,u,Ll(K,n)) = /L Hf(UHLl(K,n) dv (1) = [l £l
gilt. /]

Unter gewissen Vorraussetzungen folgt bei einem Bochnerraum-wertigem Diagonal-
operator die Surjektivitdt des gesamten Operators aus der Surjektivitiat der punktwei-
sen Operatoren — im Gegensatz zum allgemeinen Fall. In [Sch1ll, Kap. 3] kann eine
Anwendung dieses Satzes gefunden werden.

2.3.8 Satz

Seien X = [; L'(K, ) dv(1) ein Integralraum und ¥ = L'(L,v,L'(K,n)) ein Bochner-
raum und 7' = [ T;dv(l) ein Diagonaloperator so, dass T} fiir alle | € L surjektiv ist.
Ist | +— T} stark stetig, das heifit, ist fiir alle f € C(K) die Abbildung L — LY(K,7) :
[ — T} f stetig, so hat T dichtes Bild.

BEWEIS
Wir konstruieren fir f € C(L,C(K)) und € > 0 ein g € X mit |||Tg — f|| < 3e. Nach

Voraussetzung existiert fiir [ € L ein g;, € C(K) mit
> Tigts ~ W)l i)

Mit der Stetigkeit von f und der starken Stetigkeit von [ — T; wahlen wir fir lp € L
eine Umgebung Uj, C L von lp mit

e > max (I (0) = F Ollegy Tosto = T llys (i) Y1E Ul

Da L = |J, U; kompakt ist, gibt es l1,...,l,, € L mit L = |J, Uj, . Betrachten wir

k—1
A =Up\ | Un,

m=1
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2.4 Direkte Integrale

so sind diese Mengen messbar, paarweise disjunkt und iiberdecken L. Wir definieren
nun

9= Xa, g € /LLl (K, ) dv (1)
k=1

und erkennen fiir [ € Ay

1Tg (@) = f Dller sz = 1T (g (D) = F DL ey = 11190 = F Ollpr s
1 Tygy,, — leglkHLl(K,M) + 1T 9u, — f (lk>HL1(K,M)

+F W) = F Ol g
< 3e.

IN

Also gilt

I1Tg = £l Z/ITQ () = F Dl gy v () < /3€d1/(l) = 3e.

Dae > 0und f € C(L,C(K)) beliebig waren, haben wir damit die Aussage bewiesen.///

2.3.9 Korollar

Sei T = [ T;dv(l) ein Diagonaloperator von einem Integralraum X = [; L'(K, 1) dv(l)
in einen Bochnerraum Y = L(L, V,Ll(%,n)) so, dass T; fiir alle [ € L bijektiv und
isometrisch ist. Ist [ — T; stark stetig, so ist 7" isometrisch und bijektiv.

Um zu zeigen, dass T' bijektiv ist, konnte man anstelle der Isometrie der 7; auch nur
fordern, dass sup |7, !|| < oo ist, da auch in diesem Fall aus der Dichtheit des Bildes
von T' die Surjektivitat von T folgt.

2.4 Direkte Integrale

In diesem Teil der Arbeit wird das von J. von Neumann in [Neud9, Kap. 3| einge-
flihrte direkte Integral von Hilbertrdumen betrachtet und grundlegende Resultate dazu
bewiesen. Wir folgen dabei der Einfithrung in die Thematik aus [Tak79, Kap. 4, Ab-
schnitt 8]. Im nachfolgenden Abschnitt 2.5 werden wir dann die direkten Integrale mit
den in dieser Arbeit eingefiihrten Integralrdumen zu vergleichen.

Ein Element f eines direkten Integrals iiber einem gegebenen Mafiraum (L, v) einer
Familie {$);};cr von Hilbertrdumen, ist eine Abbildung auf L so, dass fur alle [ € L
bereits f(1) € $; gilt. Um dies zu formalisieren, interpretieren wir solche Abbildungen
als Elemente des Produktes [];c;, $; und schreiben f; fiir f(I), bis wir in Abschnitt 2.5
wieder zur Interpretation als Abbildungen zuriickkehren.
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Kapitel 2 Integralraume, Bochnerrdume und direkte Integrale

Nun miissen wir definieren, wann ein solches Produktraumelement messbar heifit.
Dies fithren wir axiomatisch durch, in dem wir bemerken, dass der Betrag, die Summe
und das Produkt bei ,, gewohnlichen“ messbaren Abbildungen messbar bleibt. Dies fiithrt
zur folgenden Definition der Messbarkeit.

2.4.1 Definition (Messbares Feld von Hilbertrdumen)
Sei (L, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {$);};c1, eine Familie von Hilbert-Raumen.
Eine Menge 9 C []; $; heifit messbares Feld von Hilbertrdumen, falls

1. fir x € M die Abbildung L — R : [ — ||z;||5, messbar ist,

2. fiir y € [[; $; bereits y € 9 folgt, falls fiir alle x € 9t die Abbildung L — R : [ —
(zq, yl})l messbar ist,

3. eine abzéhlbare Menge 21 C 91 existiert so, dass fiir alle [ € L die Menge {f;| f €
2} dicht in 9, liegt.

Dabei heifit 2 ein Fundamentalsystem von messbare Vektoren.

2.4.2 Bemerkung
Fiir jedes x € 91 und jede messbare Abbildung f : L — R gilt

fra=(f() z),., €M,
da fiir y € M
L—R:l— (f (l) * Ly yl)Sjl = f(l) ’ (l‘l, yl).ﬁl

als Produkt messbarer Abbildungen selbst messbar ist und daher mit dem zweiten
Axiom f -2 € 9 folgt. Ebenso folgt fiir x,y € 9N bereits x + y € M. Insbesondere ist
M ein Vektorraum.

Bisher ist es nicht moglich zu sagen, ob x € []; $; messbar ist oder nicht, ohne bereits
alle messbaren Elemente 9 zu kennen. Als ersten Schritt stellen wir nun fest, dass es
geniigt, ein Fundamentalsystem in 99t zu kennen.

2.4.3 Proposition
Sei (L, p) ein Wahrscheinlichkeitsraum, {$);};ez eine Familie von Hilbertraumen und
24 C I[; H; abzéhlbar mit

1. fir z,y € A ist die Abbildung L — R : [ — (xy, yl}” messbar,

2. fur [ € L liegt lin{x; | x € A} dicht in 9;.
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2.4 Direkte Integrale

Dann ist

M = {xEHf)l

die Funktion L — R : { — (21, y1),, ist fiir alle y € 2 messbar }
leL

ein messbares Feld von Hilbertraumen.

BEWEIS

Offensichtlich ist 9 ein Untervektorraum von [[; $; mit A C 9. Also sind per Defini-
tion die Bedingungen 2 und 3 erfiillt. Des Weiteren ist A= ling & € 9 abzahlbar und
liegt punktweise dicht, das heifit fiir alle [ € L liegt A, = {z;|z € Qll} dicht in $; fir
alle [ € L. Insbesondere gilt fiir x € Mund [ € L

(xla yl)f <
[zillg, =supy <+ | m €Ay,
& (1, ),
falls wir % = 0 setzen. Dies ist jedoch als Supremum von abzéhlbar vielen messbaren
Funktionen messbar. Also ist auch Axiom 1. erfiillt und die Behauptung folgt. ///

Wie der folgende Satz aus [Tak79, Kap. 4, Abschnitt 8] zeigt, konnen wir ein mess-
bares Feld in dem Sinne trivialisieren, dass fiir n € NU {oo} die Menge

M, :={l € L | dim$; = n}

messbar ist. Dies bedeutet, dass §; = R" fiir [ € M, mit n # oo und $; = ¢? fiir
l € M.

2.4.4 Satz (Trivialisierung)
Ist 9t C ]; H; ein messbares Feld, dann ist

L — NU{oo}: 1+ dim$;

messbar und es existiert {z"},, C M so, dass fiir [ € L durch {z¥ (,ii:niﬁl eine Orthonor-

malbasis von §); gegeben ist und :U{“ =0 fir k£ > dim $;.

BEWEIS
Sei {z*}ren € M ein Fundamentalsystem von messbare Vektoren. Wir zeigen nun die
zweite Aussage per Induktion. Dafiir sei fiir n € N> angenommen, dass

1. {z*}p_, Com,
2. {xf}}gzl C $; fir [ € L mit dim $; > n ein Orthonormalsystem ist,

3. {xf}zi:mlm C %, fur | € L mit dim $; < n eine Orthonormalbasis von $; ist,
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4. x¥ =0 fiir € L und k < n mit k > dim §;.

Fiir I € L bezeichne 7} die orthogonale Projektion von §); auf lin{zf}?_,, wobei wir
lin @) = {0} setzen. Also gilt fiir y € M

n

k k

Ty = (Trlnyl)leL = (Z (yl, x) )ﬁz -xl> € M.
k=1 leL

Insbesondere ist "y — y € M. Des Weiteren erkennen wir fiir
Upi={leL|npaf #2f, V1<j<k: iz =}

dass dies messbare, paarweise disjunkte Mengen sind, da [ ~ ||(z¥ — 7"(2*)),||, nach
Voraussetzung messbar ist. Wir definieren

L e U
x?“ = ||l (<) ‘;,l /

0 l%U]ENUJ

und erkennen, dass zF1 € 91, da die Messbarkeit nach Voraussetzung erfiillt sind. Des
Weiteren erfiillt {z" }Zii die Induktionsvoraussetzungen fiir n 4+ 1. Da der Fall n = 0
trivialerweise erfiillt ist, folgt die Existenz der z* wie gewiinscht.

Offensichtlich gilt fiir n € N

e L dimfy =nj =L\ O (l ~ Hl{c”m)l (0) = L\ (l = Hlﬂfn)_l (0)

k=1
und
00 -1
{l€L|dimé =oo} =L\ |J (z - [t > (0)
k=1 :
also sind diese Mengen messbar und damit gilt auch die erste Behauptung. ///

Wir werden im folgenden Theorem zeigen, dass, abgesehen von einer gewissen Isomor-
phie, der Begriff der Messbarkeit unabhéngig von der Wahl eines Fundamentalsystems
ist. Um dieses Resultat zu erhalten, verwenden wir die Effros-Borel-o-Algebra auf den
abgeschlossenen Unterrdumen 20(¢2) des Hilbertraums ¢2 als technisches Hilfsmittel.
Die Definition und grundlegende Resultate dieser Struktur geben wir in Abschnitt A.1
im Appendix.

2.4.5 Theorem
Sei (L, v) ein Standard-Wahrscheinlichkeitsraum und {$); };c1, eine Familie von separa-
blen Hilbertraumen. Ein linearer Unterraum 9% von [[; §; ist genau dann ein messbares
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2.4 Direkte Integrale

Feld, falls fiir jedes | € L eine Isometrie U; : §; — ¢? existiert so, dass | — U;$); messbar
beziiglich der Effros-Borel Struktur von 20(¢?) ist und in diesem Fall gilt

Sm—{xGHf)l

leL

L0 1—T (x;) messbar } .

BEWEIS

Ist M ein messbares Feld, so wihlen wir mit Satz 2.4.4 eine Folge ("), C 9M so,
dass fiir alle [ € L durch {x?}ii:mlﬁl eine Orthonormalbasis von $); gegeben ist und fiir

n > dim §); bereits z7* = 0 gilt. Wir definieren

(e.)
Ul:ﬁl—>€2:xr—>2(x?, ), €n VielL,
n=1
wobei e, = (6ﬁ)k€N € (2. Damit ist U; eine Isometrie und mit der Betrachtung von

{q - 2"}4eq,nen =: {fn}nen in Korollar A.1.4 ergibt sich die geforderte Messbarkeit.
Offensichtlich gilt die behauptete Messbarkeits-Charakterisierung.

Ist andererseits fiir jedes | € L eine Isometrie U; : $; — ¢? gegeben, die die geforderte
Messbarkeit erfiillt, so wihlen wir mit Korollar A.1.4 eine abzéhlbare Menge {f,, : L —
%} so, dass fiir alle [ € L die Menge {f,,(I)},, dicht in U;$); liegt. Insbesondere erfiillt

{ (l'l)l S Hle

leL

VieL: Uux —fn(l)}

die Voraussetzungen von Proposition 2.4.3 und es folgt die Behauptung. ///

2.4.6 Bemerkung
Insbesondere gilt, dass das messbare Feld bis auf punktweise, isometrische Hilbertrau-
misomorphie eindeutig durch die Familie {);}; definiert ist.

Nun haben wir eine gewisse Wohldefiniertheit, sprich Eindeutigkeit, ,,des” messbaren
Feldes von Hilbertraumen erreicht und kénnen das direkte Integral von Hilbertraumen
einfiihren.

2.4.7 Definition (Direktes Integral von Hilbertriaumen)

Sei (L, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {$);};c; eine Familie von Hilbertrdumen,
sowie 9 C [[; 9 ein messbares Feld von Hilbertriumen. Bezeichnet ~, die Aquiva-
lenzrelation der v-fast tiberall Gleichheit, so heiffit der Raum

5= v () = {rem|ung= [ 18 a0 <o}/ ~,
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das direkte Integral der Hilbertraume ;. Fir x,y € $) definiert

@)y = [ (on iy, dv )

ein Skalarprodukt auf $), das die Norm ||| - |||z auf $ induziert.

2.4.8 Satz
Unter den Voraussetzungen von Definition 2.4.7 ist das direkte Integral von Hilbertrau-
men £ selbst ein Hilbertraum.

BEWEIS

Es verbleibt nur die Vollstandigkeit zu zeigen. Sei also (f™),, C $) eine Cauchyfolge. Da
es geniigt die Konvergenz einer Teilfolge nachzuweisen, konnen wir ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dass fiir alle n € N bereits ||| f? — "™l < 277 gilt
und dass fiir v-fast alle [ € L durch (f}*), eine Cauchyfolge in §); gegeben ist. Da dies
vollstdndige Rdume sind, existiert der Limes f; := lim,, f* € $; fiir v-fast alle | € L.
Insbesondere gilt fiir g € 9, dass

L—=R:le (g, fi),, = lim (g, fi'),,

als v-fast iiberall Limes messbarer Funktionen messbar ist, also ist f € 91. Des Weiteren
gilt

o0
/Hfln — fill3, dv () < H‘fn+1 _ an‘2 < g-ntl N,
k=n
Also konvergiert f™ gegen f beziiglich der Norm ||| - |||2. Insbesondere gilt

Il < e+ 3 [|#741 = £2]), < 17 + 1 < oo,
k=1

also gilt auch f € $. Somit ist $ vollstdndig und daher in Hilbertraum. ///

2.5 Integralrdaume und Direkte Integrale im Vergleich

Offensichtlich unterscheiden sich Integralraume und direkte Integrale von Hilbertrau-
men, da ersterer ein AL-Raum und letzterer ein Hilbertraum ist. Um einen Vergleich
dieser Rdume zu ermdéglichen, wird zundchst der Begriff des Integralraums in natiirli-
cher Weise auf Hilbertrdume {ibertragen.
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2.5.1 Definition (Integral-Hilbertraum)
Unter den Bedingungen wie in Definition 2.1.1 heifit

J v wmrar = {re [Luman | s, < f

der Integral-Hilbertraum von K tber .y beziglich v, wobei

A1 = [ 17 Oy a0 0.

Dies ist nach Satz 2.1.3 wohldefiniert. Fiir f,g € [; L*(K, )? dv(1) ist durch

b= [ 080 0 0)

ein Skalarprodukt gegeben, das die obige Norm erzeugt. Damit wird dies tatséchlich
ein Hilbertraum.

Das direkte Integral von Hilbertraumen ist nur definiert, wenn die einzelnen ,,Hilbert-
rdume” §3; separabel sind. Um also einen Vergleich der Integral-Hilbertraume mit dem
direkten Integral durchfithren zu kénnen, bemerken wir als ersten Schritt, dass Integral-
Hilbertrdume unter gewissen Voraussetzungen auch diese ,,punktweise Separabilitét®
erfillen.

2.5.2 Lemma (Punktweise Separabilitit)
Ist A dicht in C(K), so ist fiir A := {f-1, | f € A} und [ € L die Menge A; = {f(I)| f €
A} dicht in L2(K, ).

Falls C(K) separabel ist, existiert also eine abzdhlbare Menge B C C(L,C(K)) so,
dass fiir alle | € L die Menge {f(I)| f € B} dicht in L*(K, 1) liegt.

Nun haben wir das notige Werkzeug zur Hand, um den angekiindigten Vergleich zu
flihren: Interpretieren wir den Integral-Hilbertraum nach Satz 2.1.3 als Vektorraum
von Restklassen von v-fast iiberall {ibereinstimmenden Abbildung auf L und wéhlen
L%(K, 1) als die punktweisen Hilbertriume, so erkennen wir zunichst

/ 12 (K, ) dv (1), / L2 (K, m)* dv (1) € J] L? (K, ) / ~u,

leL

wobei ~, wieder die Aquivalenzrelation der v-fast iiberall Gleichheit bezeichne. Damit
sind beide Rdume Unterraume des selben Vektorraums und wir erkenne, dass die Nor-
men beider Rédume auf gemeinsamen Elementen gleich sind. Daher stellt sich nun die
Frage, ob bzw. welche Inklusion zwischen diesen beiden Teilrdumen gilt. Unter gewis-
sen Voraussetzungen wird sich aus Proposition 2.4.3 und Lemma 2.5.2 ergeben, dass
in obigem Sinn der Integralraum ein abgeschlossener Unterraum des direkten Integrals
ist. Uberraschender Weise ist auch die umgekehrte Inklusion wahr.
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2.5.3 Theorem (Integral-Hilbertridume sind Direkte Integrale)
Ist C(K) separabel und X = [L*(K,u;)?dv(l) ein Integral-Hilbertraum, so ist X im
Sinn von Satz 2.1.3 ein direktes Integral von Hilbertraumen, also gilt

X:/®L2(K,ul)dy(l).

BEWEIS

Nach Lemma 2.5.2 existiert eine abzéhlbare Menge A C C(L,C(K)) so, dass A; :=
{f()| f € A} dicht in H; := L*(K, ;) liegt. AuBerdem ist nach Voraussetzung fiir
f,g € C(L,C(K)) die Abbildung L — R : [ — p;(f(l) - (1)) messbar. Nach Proposition
2.4.3 ist damit

Mm .= {mGHL2(K,,ul) VfeA: L—-R:l—u(m-f) messbar}

lel

eine messbares Feld. Insbesondere gilt C(L,C(K)) C 9. Nach Satz 2.4.8 ist durch

= {m cm ’ /L 2y 0 (1) < oo}/ {m e m ‘ /Hmlan(KW dv (1) = o} ,

ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

(o= [ 09Oy = [ [ £0)-gWamar

gegeben. Per Definition gilt damit

&)
o= / L2 (K, ) du (1) € $ = / L? (K ) dv (1)

wobei wir nach Satz 2.1.3 Elemente von H als v-fast iiberall definierte Abbildung in-
terpretieren. Auflerdem ist H ein abgeschlossener Teilraum von $), da per Definition

(f, 9 = (f, 9), = (f, 9) VigeHCH.

Ist f € $ orthogonal zu H, so gilt fir ¢ € C(K) und h € C(L) bereits h - g €
C(L,C(K)) C H, also

0= hegy = [ [ 10 n@ gdmar )= [ b0 [ 10 gdmarq).

Da h beliebig war, folgt [ f(I) - gdw = 0 fiir v-fast alle [ € L. Wahlen wir {gy}n
als eine abzéhlbare dichte Teilmenge von C(K), so folgt fir alle [ € L auflerhalb einer
v-Nullmenge

/f(l)~gnd/u:0 Vn eN.
K
Mit der Dichtheit folgt dies fiir alle ¢ € C(K). Wie oben folgt f(I) = 0 fast iiberall

beziiglich gy fiir alle [ € L aufierhalb einer v-Nullmenge. Insgesamt folgt also || f||s = 0,
also H* = {0}. Da H ein abgeschlossener Unterraum von §) ist, gilt H = $. ///
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Kapitel 3
Integralraume und dynamische Systeme

Nachdem in Kapitel 2 Integralrdume eingefiihrt wurden, werden diese nun auf die Si-
tuation aus Kapitel 1 angewendet, um den AL-Raums X entlang eines Faktors zu zer-
legen und als Integralraum zu interpretieren. Dies wird in Abschnitt 3.1 prézisiert. In
Abschnitt 3.2 wird dann eine Dynamik auf den AL-R&umen eingefiihrt und anschlie-
Bend untersucht, wie sich diese auf den zugehorigen Integralraum iibertriagt. Wie in
Abschnitt 3.3 gezeigt wird, implizieren unsere Ergebnisse die ergodische Zerlegung von
dynamischen Systemen. AbschlieBend wird in Abschnitt 3.4 diese Zerlegung in die maf3-
theoretische Sprache iibersetzt und zuletzt auf so genannte mittelergodische Systeme
angewendet.

3.1 Darstellung als Integralraum

Im Folgenden seien wieder die Standardvoraussetzungen 1.2.7 angenommen, das heifit,
X und Y sind wieder AL-Rdume mit einem isometrischen, Markovschen Verbandsope-
rator i : ¥ — X und LY(K, ) und L'(L, v) sind beziiglich i und P := i’ vertriglichen
Modelle dieser Rdume. Des Weiteren sei ) : L — PL(K) die Desintegrationsabbildung
nach Definition 1.3.2.

Wie angekiindigt soll als erstes X als Integralraum entlang p(.) beztiglich v interpre-
tiert werden. Dafiir miissen wir zunéchst zeigen, dass dieser wohldefiniert ist. Anschlie-
Bend wird in Theorem 3.1.2 gezeigt, dass die angekiindigte Interpretation tatsédchlich
moglich ist.

3.1.1 Bemerkung

Die Desintegrationsabbildung sy : L — P(K) ist nach Theorem 1.3.4 beziiglich der
schwach-*-Topologie auf C(K)' stetig, das heifit fiir jedes f € C(L;C(K)) ist die Funk-
tion

i (f)i= (LR i (F (1))

stetig. Insbesondere ist sie also messbar. Somit ist der Integralraum [, LYK, ) dv(1)
im Sinne von Definition 2.1.1 wohldefiniert.
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3.1.2 Theorem (Isomorphie)
Unter den Standardvoraussetzungen 1.2.7 ist

C(K)—>/LL1 (K, ) dv(l): frs f-1p

eine Markovscher Verbandsoperator, der beziiglich der Normen || - [|1x ) und || -

|| isometrisch ist. Seine stetige Fortsetzung auf ganz L'(K, i) ergibt die kanonische
Banachverbandsisomorphie

LY (K, u) :/LLl (K, ) dv (1) (3.1.1)

BEWEIS
Wir kénnen L'(K, y1) durch f + f -1 isometrisch in [ L'(K, ;) dv einbetten, da

HﬁlﬂWjAWNmmMﬂWU%=AMMVD¢%D=Wﬂmmm vfeC(K)

gilt. Offensichtlich ist diese Einbettung ein Verbandsoperator und es bleibt die Sur-
jektivitat der stetigen Fortsetzung nachzuweisen. Da dieser Operator isometrisch ist,
reicht es aufgrund der Dichtheit von C(L;C(K))/ ~ in [ LY(K, j1;) dv zu zeigen, dass fiir
feC(L;C(K)) ein g € C(K) existiert so, dass fiir alle [ € L bereits p;(|g — f(1)]) =0,
also f=g¢g-1p.

Es sei 7 : K — L wie in Proposition 1.2.5. Wir definieren fiir f € C(L;C(K)) nun

g: K =Rz (f(r(@)) ()
und erkennen die Stetigkeit von g durch die fiir (x,), C K giiltige Implikationskette
Ty =1 = 7(z,) > 7(x) = f(n(z,)) = f(7(z)) inC(K)
= g(zn) > g(2).
Des Weiteren gilt fiir [ € L und = € 7—1(I) bereits
(F @) @) = (f (7 (2))) (@) = g ()

und nach Proposition 1.3.6 auch p;(K \ 771(1)) = 0. Also folgt

m(f(z)—g)=/ ) )\f(l)—g!duzz/ 1(1)\f(l)—f(l)]dm:0 VielL.

7= T

Damit ist die Isomorphie gezeigt. ///

Nach der Darstellung von X als [, LY(K, 1) dv(l) stellt sich die Frage, wie sich Y in
[, LMK, ) dv(1) einbettet.
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3.2 Zerlegung von dynamischen Systemen

3.1.3 Proposition
Unter den Standardvoraussetzungen 1.2.7 ist durch

i:LY(L,v) - /LL1 (Kyp)dv () : fr=1g - f

ein isometrischer Markovscher Verbandsoperator gegeben. Sein Bild ist der Unterraum
{f € /LL1 (K, ) dv (1) ‘ VieL:3geR: f()=¢lg inL! (K,m)}

von [; L'(K, 1) dv(l) und es kommutiert das Diagramm

BEWEIS
Offensichtlich gilt fiur 0 < f € C(L)

ifll = [ 0 10y aw @) = [ 50 @ = 1fllrz.y-
Da 7 ein Verbandsoperator ist, ist ¢ somit eine Isometrie. Die Surjektivitit von ¢ auf

obigen Unterraum ist offensichtlich. Fir 0 < f € C(L) gilt if = if - 11 im Sinne der
Isomorphie von L(K, 1) und I; LY(K, ;) dv(l) aus Theorem 3.1.2 und damit

0=a(lf =1 fON =0 (P (f—10-FO))=m(li(f=10-FO))
= ([if =i (Lo~ FO)]) = w (Jif -1 () = 1xc - Q).

Somit folgt
Wf—ﬁm—Agwumem—ﬂKfUdew—&

Also ist 4 22 ¢ im Sinne der Isomorphie aus Theorem 3.1.2. ///

3.2 Zerlegung von dynamischen Systemen

Wie angekiindigt wird in diesem Abschnitt eine Dynamik auf den urspriinglichen AL-
Réaumen eingefiihrt und diese iiber die Isomorphie aus Abschnitt 3.1 auf Integralrdume
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Kapitel 3 Integralrdume und dynamische Systeme

ibertragen. Um die geeigneten Begriffe fiir die folgenden Resultate zu finden, fiihren
wir Dynamiken nicht nur auf AL-R4umen ein, sondern etwas allgemeiner auf Banach-
verbédnden, auch wenn wir dies im Nachfolgenden vor allem fiir AL-Rdume verwenden
werden.

3.2.1 Definition (Dynamisches System, Faktor, Isomorphie)

Wir nennen das Tripel (X, u,T) dynamisches System, falls X ein separabler Banach-
verband mit schwacher Ordnungseinheit 1x, 0 < u € X’ eine positive Linearform mit
u(lx)=1und T : X — X ein beziiglich ;1 Bi-Markovscher Verbandsoperator ist.

Ein dynamisches System (Y, v, S) heifit Faktor des dynamischen Systems (X, u, T),
falls ein isometrischer, Markovscher Verbandsoperator ¢ € L(Y, X) existiert so, dass
das Diagramm

T
X x — P LR
\)
1 7
S
e e

kommutiert. In diesem Fall heifit i Faktorabbildung.

Ist (Y,r,S) ein Faktor des dynamischen Systems (X, u,T), dessen Faktorabbildung
ein Isomorphismus ist, so heiflen die dynamischen Systeme (Y,v, S) und (X, u,T') iso-
morph.

Wir bemerken, dass wir nicht voraussetzen, dass T isometrisch ist, sondern ,nur“
verlangen, dass T eine gewisse Linearform erhilt. Betrachten wir X = L!(K, u), so
erkennen wir, dass isometrisch fiir einen Markovoperator T : X — X bedeuten wiirde,
dass T' bi-Markovsch beziiglich der ausgezeichneten Linearform g ist. Wir lassen in
dieser Definition jedoch zu, dass T beziiglich einer Linearform — nicht notwendigerweise
beziiglich 1 — bi-Markovsch ist.

3.2.2 Bemerkung
Ein separabler AL-Raum X mit einem isometrischen, Markovschen Verbandsoperator
T : X — X induziert auf natiirliche Weise ein dynamisches System. Dafiir sei

pn, @) = llzylx —llz—llx ~ VzeX.

Offensichtlich ist p.|, € X' positiv und es gilt T"ju| = p.- Somit ist (X, gy, T)
ein dynamisches System und wir schreiben in diesem Fall kurz (X, T') fiir (X, py., ).

44



3.2 Zerlegung von dynamischen Systemen

3.2.3 Erweiterte Voraussetzungen

Um die dazugewonnene Struktur des dynamischen Systems zu beachten, erweitern wir
die Standardvoraussetzungen 1.2.7. Es seien im Folgenden X und Y separable AL-
Réume mit einem isometrischen, Markovschen Verbandsoperator ¢ : X — Y. Des
Weiteren seien T : X — X und S : Y — Y isometrische, Markovsche Verbandsope-
ratoren so, dass (Y, 5) ein Faktor des dynamischen Systems (X,T") ist, bei dem ¢ die
Faktorabbildung ist. AuBerdem seien L' (K, ) und L*(L, v) Modelle von X und Y, die
vertraglich mit 7" und S und beziiglich 7 und P := i’ sind. Das heifit, es gilt

L' (K, p) = X, L' (L,v) 2, i(C(L) CC(K),
P(C(K))CC(L), T(C(K))CC(K) und S(C(L)) CC(L).
Nach Theorem 1.2.2 bzw. Bemerkung 1.2.3 kénnen immer solche Modelle gefunden
werden. Des Weiteren bezeichne p() : L — C(K) die Desintegrationsabbildung von
X beziiglich Y. Mit Proposition 1.2.5 folgt fiir ¢ bzw. T bzw. S die Existenz stetiger
Abbildungen 7 : K - L, ¢ : K - Kund ¢ : L - L mitig=gom, Tf = foy und

Sg = go fir alle f € L'(K, ) und g € L*(L, v).

Nach Voraussetzung kommutiert das Diagramm

T

C(K) C(K)
(L) c(L).

und P : C(K) — C(L) ist nach Theorem 1.3.1 auf Bild i eingeschrénkt die Inverse zu .
Daher stellt sich die Frage, ob bzw. unter welchen Voraussetzungen auch das ,umge-
kehrte Diagramm®, das heifit mit P an Stelle von i, kommutiert. Da P die Abbildung
ist, mit der die Desintegrationsmafle definiert wurden, wird uns die Antwort auf diese
Frage ermoglichen, in Theorem 3.2.5 zu charakterisieren, wie die Desintegrationsmafle
w; unter T” abgebildet werden. Dies wird sich als der entscheidende Schritt zur Zerle-
gung der Dynamik im Integralraum herausstellen.

3.2.4 Proposition
Unter den erweiterten Voraussetzungen 3.2.3 kommutiert das Diagramm

CK) —L s (k)
P P
S
C(L) C(L),
S—l
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Kapitel 3 Integralrdume und dynamische Systeme

falls S surjektiv ist.

BEWEIS
Sei f € C(K) beliebig. Da P(T'f), S(Pf) € C(L) gilt, ist auch P(Tf) — S(Pf) € C(L)
und damit folgt, dass U = {l € L|(P(Tf))(l) > (S(Pf))(l)} eine offene Teilmenge von
L ist. Fir 0 < g € C(L) mit supp Sg C U gilt tiberall

P(T(f-ig)) = P (Tf-T (ig)) = P(I'f -i(Sg)) = P(Tf)- Sg

> S(Pf)-Sg=8(Pf-g)=5(P(fig)).

Damit folgt

(Wl fig) = (u| T (fig)) = (v|P(T(f-ig)))

> (v|S(P(f-i9))) = (| P(f-ig)) = (u] ] -ig).

Da v auf keiner nicht-leeren, offenen Teilmenge von L verschwindet, erhalten wir

P(Tf)-Sg=P(Tf-i(Sg) =P (T(fig)) =S (P(fig) =S(Pf)- Sy,

also P(Tf) = S(Pf) auf supp Sg. Damit gilt suppg N U = () und somit per Annahme
g = 0. Mit dem Lemma von Urysohn und der Surjektivitit von S folgt U = (). Analog
folgt {l € L|(P(Tf))(1) < (S(Pf))()} = 0 und somit gilt die Aussage. ///

Im Folgenden bezeichne T den Operator, fiir den das Diagramm

T
X - X

~ ~

T
L ) o) [ L ) )
kommutiert.

3.2.5 Theorem
Unter den erweiterten Voraussetzungen 3.2.3 gilt, falls S surjektiv ist,

T/Ml = (D) Vie L. (3.2.1)

Des Weiteren gilt fiir alle f € C (L,C (K)) und fiir v-fast alle [ € L

(TF) ) = (Fle®)) oy in L' (K m). (3.2.2)
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3.3 Ergodische Zerlegung

BEWEIS
Nach Proposition 3.2.4 gilt fiir f € C(K)

(moT)f =0 (P(Tf)=0a(S(Pf) =0 ((Pf)op)=0y0 (Pf) =ty (f)-
Wir erkennen daher fiir l € L und f € C(K) mit HfHL1(K7%(l)) = pe@)(|f]) = 0, dass
1T flles 5y = e (T = (TLf]) = T (1f]) = ey (1f1) = 0.

Also ist T als Operator von Elementen aus L'(K, fp()) mit stetigem Restklassenver-
treter nach LI(K ,py) durch Auswahl eines beliebigen stetigen Restklassenvertreters
wohldefiniert und eine Isometrie. Insbesondere kann dieser Operator zu einer Isometrie

T : L! (Ka :ucp(l)) —L! (Ka Ml)
fortgesetzt werden und der Verbandsoperator
7 [ L) [ L) A0 o (19T (0 0)

ist nach Satz 2.1.3 wohldefiniert. Fiir f € C(L;C(K)) existiert nach Theorem 3.1.2 eine
Abbildung g € C(K) mit f =g- 17 in [; L'(K, ) dv(l) und es folgt

(Tr) ) =Ti(f (e ) =Tig=Tg VicL
als LY (K, ;) Gleichheit. Also kommutiert das Diagramm

T

X - X
JRECHBEND [ ) v,
L L
Somit gilt T =T und damit ist die zweite Behauptung gezeigt. ///

3.3 Ergodische Zerlegung

Fine der wichtigsten Methoden, um eine gegebene Struktur zu verstehen, ist es sie
in kleinstmogliche Bestandteile zu zerlegen, um dann nur noch diese untersuchen zu
miissen. Wie angekiindigt werden wir nun unseren bisherigen Ergebnisse verwenden, um
dies an dynamischen Systemen durchzufithren. Das heifft, wir werden ein gegebenes
dynamisches System in ,kleinstmdgliche Systeme®, so gennante ergodische Systeme,
zerlegen.
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Kapitel 3 Integralrdume und dynamische Systeme

In Theorem 3.2.5 haben wir ein gegebenes dynamisches System (Ll(K ), T) als
Integralraum ( [, L'(K, 1) dv(l),T) entlang eines beliebigen Faktors (L'(L,v),S) von
(LY(K, 1), T) dargestellt. Dies konnen wir als eine Zerlegung des Raumes in ,kleinere
Riume® L' (K, ;) auffassen. Allerdings ist dies keine Zerlegung des dynamischen Sys-
tems, da wir 7 nur als Operator von L*(K, 1) nach L!(K, [p(1)) interpretieren kénnen,
wie wir an Gleichung (3.2.1) bzw. (3.2.2) erkennen. Das heifit, die einzelnen ,Bestand-
teile“ LY(K, ;) bilden mit dem Operator T kein dynamisches System und damit haben
wir auch keine Aufspaltung des dynamischen Systems in kleinere dynamische Systeme
erhalten. Wir erkennen jedoch direkt, dass diese allgemeine Zerlegung auch eine Zerle-
gung des dynamischen Systems erlaubt, wenn wir fordern, dass ¢ = idy, gilt. Dies ist
gleichwertig zu der Forderung, dass die Dynamik S trivial ist, also S = id. Offensicht-
lich ist der groftmogliche Faktor, der dies erfiillt, gerade der Fixraum Fix T von T'. In
Korollar 3.3.3 werden wir die Zerlegung entlang dieses Faktors durchfiihren. Anschlie-
Bend werden wir in Theorem 3.3.8 erkennen, dass die damit erhaltenen ,,Bestandteile®
(LYK, 1), T) ergodisch sind, das heiBt tatsichlich nicht weiter zerlegt werden konnen.

3.3.1 Definition (Ergodizitit)
Ein dynamisches System (X, u, T') heifit ergodisch, falls

p(le—p(z)-1x]) =0 Vo eFixT.

3.3.2 Bemerkung
Ist u strikt positiv, wie zum Beispiel in Bemerkung 3.2.2; so ist das dynamische System
(X, u, T) genau dann ergodisch, falls Fix T = (1).

3.3.3 Korollar
Unter den erweiterten Voraussetzungen 3.2.3 ist fiir alle I € L durch (C(K), wu, T) ein
ergodisches, dynamisches System gegeben, das heifit

w (f) = (TF) VieL, feC(K) und (3.3.1)

Ozm<|f—m(f)-ll|) VieL, feC(K)NFixT.
(3.3.2)

BEWEIS

Da offensichtlich bereits ¢ = id, folgt mit Gleichung (3.2.1) aus Theorem 3.2.5 bereits
Gleichung (3.3.1). Es ist also nur noch Gleichung (3.3.2) zu zeigen. Dafiir sei f €
Fix T NC(K). Per Definition existiert damit eine Abbildung g € C(L) C Y mit ig = f
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3.3 Ergodische Zerlegung

und es gilt fiir jedes | € L

m(|f—m(f)'ﬂK|) Zm(|i(9—m(i9)'h)|> = (i(|g—5z(9)']lL|)>
=61 (lg—=3i(9)- 1u]) = g () =g ()] = 0. W

3.3.4 Bemerkung
Nach Korollar 3.3.3 ist unter den erweiterten Voraussetzungen 3.2.3 fiir alle [ € L durch
(C(K), mu,T) ein ergodisches dynamisches System gegeben. Es gilt des Weiteren

w([f#m(N])=0 VfeFXTNC(K), e L

Damit ist f auf supp yy konstant bzw. es existiert ein g € [ LY(K, wy) dr(l) so, dass
f ~ g und fiir v-fast alle I € L gilt g(I) = p(f) im Sinne einer L' (K, 11;)-Gleichheit.

In Korollar 3.3.3 stort, dass (C(K), pu, Tj) und nicht (L' (K, 1), Ty) betrachtet werden.
Damit wird die Ergodizitit in den AL-Raume L' (K, 1), die den Raum L' (K, 1) in einen
Integralraum [ LY(K, ;) dv(l) zerlegen, nicht gezeigt. Um dies doch zu erhalten und
damit dieses Resultat elegant umzuformulieren, fassen wir wie in [Haall] die Projektion
P : LYK,u) — LY(L,v) als starken Limes von Cesdro-Mitteln des Operators T auf.
Dafiir verwenden wir den aus [Neu32b] bekannten Mittelergoden Satz bzw. dessen L!-
Version aus beispielsweise [EFHN09, Prop. 9.1].

3.3.5 Theorem (Mittelergoden Satz)

Ist LI(M ,m) ein metrisches Modell eines dynamischen Systems (Z,U) das vertriglich
mit U ist, so konvergiert fiir f € LY(M,n) die Folge (AN f)y der Cesaro-Mittel, das
heifit

Nk:O 7

in LI(M, n) gegen ein Element in Fix 7.

BEWEIS
Konvergiert die Folge (AN f)y fiir ein f € L*(M, n), so gilt

1 N-1 1
: N : n+1 : N TN
T (1\}1m A f) = lim 7N ng . 1 f= ]\}1[[ (A ; + 7N ( ] 1)) )

also limy AN f € Fix T und es verbleibt die Konvergenz zu zeigen.
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Dafiir zeigen wir zunichst, dass diese Konvergenz folgt, falls (AN f)y fiir alle f €
C(M) einen schwachen Haufungspunkt in Fix U C LY(M,n) C L°(M,n)’ hat. Es sei
Y C LY(M,n) die Menge aller f € L*(M,n) fiir die AV f konvergiert. Dieser Unterraum
von L1(M, n) ist abgeschlossen, da alle AN Kontraktionen sind.

Wir zeigen nun, dass Y dicht in L*(M, n) liegt, woraus die obige Implikation folgt.
Zunichst ist klar, dass Y O Fix U, da fiir f € Fix U bereits AN f = f gilt. Des Weiteren
gilt Y D Bild (I — U), da fiir f =g — Ug € Bild (I — U) bereits

AN 1 N§:1 Un U Z Un Un+1 _ 1
f= (9 —Ug) 9=xN (

nO

g-UN"g)

folgt und dies gegen 0 konvergiert, da U eine Isometrie ist. Da

Y=Y 2FixUaBild(I-U) 2FixUaBildI -U) =

ist, geniigt es zu zeigen, dass Z dicht in L!'(M,7) liegt. Nach dem Satz von Hahn-
Banach miissen wir daher nur beweisen, dass fiir jedes Funktional ¢ € LY(K,n) mit
©|z = 0 bereits p = 0 folgt. Sei also ¢ € L}(K,n) ein solches Funktional. Wir erkennen
U =p,da

U'e—9)(9)=¢Ug)—w(9)=¢((U~1)g)=0 VgeL (K,pn).
Fiir f € C(M) und einen schwachen Haufungspunkt g € Fix U von (AN f)y gilt

1R o
)= i o (%) = i 3 07 ()= i 5 e

Da nach Annahme g € FixU C kery gilt, ist o(f) = ¢(g) = 0. Da f € C(M)
beliebig war, ist ¢ = 0, also liegt Y dicht in L' (M, ). Damit gilt die Aussage unter der
angenommen Existenz der schwachen Haufungspunkte.

Es sei f € C(M) beliebig. Da U ein Markovscher Verbandsoperator ist, ist AN fiir
alle N € N als Operator von L°(M,n) in sich selbst eine Kontraktion, insbesondere ist
(AN f)n eine in L°°(M,n) beschrinkte Folge und besitzt nach dem Satz von Banach-
Alaoglu einen Haufungspunkt in der schwach-*-Topologie von L*°(M,n) = L*(M,n)’.
Da 7 ein endliches Ma8 ist, ist die natiirliche Inklusion + : L (M, n) — L!(M, n) stetig
beziiglich der schwach-*-stetig Topologie auf L>°(M,n) und der schwachen-Topologie in
LY(M,n), daher besitzt diese Folge auch einen schwachen Haufungspunkt in L'(M, 7).
Ist g ein solcher schwacher Haufungspunkt von AN f fiir ein f € C(M), so gilt g € Fix U,
da fiir alle ¢ € LY(M,n)’

p(Ug—g)= (U'p =) (9) = lim (U'p—¢p)(AVF)

N—o0
1 N-1 ) 1 N-1 o
= Jm 5 3 Ue- ) (U) = Jim 5 3 (o (U - U7)
I G
T NBe N
Dies schliefit den Beweis ab. //
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3.3.6 Bemerkung
Analysisieren wir den Beweis von Theorem 3.3.5, so erkennen wir, dass wir gezeigt
haben, dass die Existenz von schwachen Haufungspunkten dieser Cesaro-Mittel bereits
ihre Konvergenz impliziert. In [EFHN09, Thm. 8.8] wird dies in einem allgemeineren
Kontext betrachtet.

In der uns gegebenen Situation der erweiterten Voraussetzungen 3.2.3 kénnen wir
genauer spezifizieren, gegen was diese Folgen konvergieren.

3.3.7 Korollar
Ist Y = Fix T, so existiert unter den erweiterten Voraussetzungen 3.2.3 fir f € C(K)
eine v-Nullmenge Ny C L so, dass

1 N—-1 ~
AVf == ST () S22 PF() -1 VIEL\ Ny
N k—0 in LY(K,u)

BEWEIS
Ist f € C(K), so konvergiert nach Theorem 3.3.5

N—-1
1
ANf = 5 Sorhp A2 f € FixT
k=0

in L1(K, ), also existiert ein goo € Y mit igoo = foo. Mit Proposition 3.2.4 gilt PoT =
P und damit folgt

1 N1 1 V-1 . N N '
Pf:Nkz::OPf:NkZ::OP(T f) =P (AVF) T2 P = P(igoo) = oo
Insbesondere ist goo (1) = (Pf)(1) fiir v-fast alle [ € L. Nach Theorem 3.1.2 ist
0 : L' (K, u) —>/L1(K,ul)dy(l):h'—>h-h
L

ein Banachverbandsisomorphismus und nach Proposition 3.1.3 kommutiert fiir den iso-
metrischen, Markovschen Verbandsoperator

Y — / LY (K, )dv(l) i g1k - g
L
das Diagramm

Y & LYK, )
o )

/iwxmmwu
L
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Insbesondere gilt © fo, = igoo, also folgt nach Satz 2.1.3 fiir v-fast alle [ € L

foo = (Gfoo) (l) = (ggoo) (l) =1k 9o (l) = (Pf) (l) 1 in Ll (K7 /«Ll)

und somit ergibt sich die Aussage. /]

Nun koénnen wir endlich wie angekiindigt Theorem 3.1.2, Theorem 3.2.5 und Korollar
3.3.3 auf folgende, elegante Weise zusammenfassen und erweitern.

3.3.8 Theorem (Ergodische Zerlegung (funktionalanalytisch))
Ist (X, T) ein dynamisches System, so existiert ein Integralraum [ L'(K, ;) dv (1) so,
dass (LY(K, ), T;) fiir v-fast alle | € L ein ergodisches System ist und das Diagramm

T
X - X
T, dv(l
v mavy — IO e v,
kommutiert.
BEWEIS

Wir wahlen nach Theorem 1.2.2 bzw. Korollar 1.2.4 und Bemerkung 1.2.3 metrische
Modelle L' (K, 1) und L(L, v) von X bzw. Fix T, die die erweiterten Voraussetzungen
3.2.3 erfiillen und iibernehmen die Bezeichnungen von dort. Mit Gleichung (3.3.1) ist

Ty : LY (K ) = LN (K )« frs forp

wohldefiniert. Interpretieren wir X als den Integralraum [ L'(K, ) dv(l) und T wie
in Theorem 3.2.5 als Operator T auf diesem, so erkennen wir mit Gleichung (3.2.2) aus
diesem Theorem, dass T = [ T;dv(l). Mit Proposition 2.2.9 existiert eine v-Nullmenge
N; C L so, dass T; fur alle [ € L'\ Ny ein isometrischer, Markovscher Verbandsoperator
ist. Es bleibt die Ergodizitit zu zeigen. Wir wéhlen eine abzéhlbare, dichte Teilmenge
A C Fix T und mit Korollar 3.3.7 eine v-Nullmenge Ny C L mit Ny O Ny so, dass

1 V-1 .

ANf=NTF () 22 Pr() -1k VIEL\ Ny, f €A
N k=0 in L1 (K,u)

Da A dicht in C(K) liegt, welches wiederum dicht in L(K, 1) liegt, konnen wir fiir

l € L\ Ny und f € LYK, 1) eine Folge (fn)n C A wihlen, die in L'(K, ;) gegen f

konvergiert. Es folgt, da T} eine Isometrie in L' (K, y) ist,

A7 — AN fa] < sup AN 1F — fall <17 = ful
NeN

52



3.4 MafBtheoretische Interpretation

und damit gilt fir alle n € N

Hm (f) -1k — A{Vf‘

LK) S b (F = f) - Dl (e
o (£a) - 11— AV £

+ HAZan - AZNf‘

Ll(Knul)

Ll(Kuu'l)
<20f = fallor g + H,Ul (fn) -1k — Alen‘

L (K, )

N—
== 2| f = fallpr g ) -

Und damit gilt AN f N—oo, w(f) 1 fiir alle f € LY(K, yy) und I € L\ No. Insbesondere
gilt fiir { € L\ N und f € FixT; C LY(K, p1;) bereits

1N—1 1N—l
i)t = i ATS = iy LT = i g 2 =

Also ist die Ergodizitdt und damit die gesamte Aussage gezeigt. ///

3.3.9 Bemerkung

Wir erkennen durch Betrachtung des Beweises von Theorem 3.3.8, dass die Aussage fiir
alle metrischen Modelle L' (K, 1) und LY(L, v) von X und Fix T gilt, die die erweiterten
Voraussetzungen 3.2.3 erfiillen.

3.4 MaBtheoretische Interpretation

Wir zeigen nun die mafitheoretische ergodische Zerlegung aus beispielsweise [Aar97,
Kapitel 2, 2.2.9] oder [DGS76, Kapitel 13] als Folgerung aus Korollar 3.3.3. Dafiir iiber-
setzen wir zunéchst einige in AL-R&umen definierten Begriffe in die mafitheoretische
,Sprache®.

3.4.1 Definition (TDS, MDS, Ergodische MDS)

Ein Quadrupel (92, X, 7, 0) heifit mafitheoretisches dynamisches System (MDS), falls p
ein Wahrscheinlichkeitsma$§ auf einem Standard-Mafiraum (€2,3) ist und 6 : Q@ — Q
messbar und mafitreu beziiglich 7 ist.

Ein MDS (£, %, 7,0) heifit ergodisch, falls fiir alle A € X, fiir die 6~!(A) und A bis auf
eine 7-Nullmenge tbereinstimmen, bereits n(A) = 0 oder n(Q2\ A) = 0 folgt.

Wir vergleichen diese neuen Begriffe kurz mit den bisherigen Definitionen.
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3.4.2 Proposition (MDS und dynamische Systeme)
Ist (2, %,7,0) ein maBtheoretisches dynamisches System, so ist fiir den von 6 induzier-
ten Operator

T:LYQ,2,n) - LY, n): f—fof

durch (L1(Q,3,7),n,T) ein dynamisches System gegeben. Dieses ist genau dann ergo-
disch, wenn (2, %, 7, 6) ergodisch ist.

BEWEIS

Offensichtlich ist X := L}(Q,%,7) ein AL-Raum mit schwacher Ordnungseinheit ¢
und 7" ein Markovscher Verbandsoperator mit FixT” 5 7, da # mafitreu beziiglich 7 ist.
Also ist (X,n,T) ein dynamisches System.

Sind (X,n,T) ergodisch und A € ¥ beliebig mit §~1(A) = A fast iiberall beziiglich 7,
so gilt x4 € FixT. Also ist das MDS ergodisch, falls das dynamische System (X, n,T)
ergodisch ist, da dann 7-fast iiberall x4 = 1 oder x4 = 0 gilt.

Ist dagegen das MDS ergodisch und f € Fix T, dann folgt n-fast iiberall
0 (f>c)=[fob0>c=[Tf>c=[f>c, VceR
also mit der Ergodizitat n([f > ¢]) € {0,1}. Wir definieren
co=sup{ceR|n(f>c)=1}

und erkennen

1277([f200])=77<ﬂ[f20]> = lim n([f =) =1

c<co C/CO

Damit gilt fir d > ¢ bereits n([d > f > co]) > n([f > co]) —n([f > d]) = 1. Es folgt
direkt

12n([f=60])=77(ﬂ[d2f260]> = lim 7y ([d>f>c)) > 1,

d>cq d\,CQ

also f = ¢o fast-iiberall beziiglich 7). Insbesondere erhalten wir [ fdn = ¢y und somit

auch n(|f —n(f) - 1k[) = 0. /i

Als ein zentrales Mittel fiir ,,Ubersetzungen zwischen der in den bisherigen Abschnit-
ten verwendeten, funktionalanalytischen ,Sprache“ in die mafitheoretische verwenden
wir den Satz von Neumann [Neu32a, Satz 1], welcher erméglicht die beiden zugehérigen
Isomorphie-Begriffe zu iibertragen. Ein Beweis in der hier verwendeten Terminologie,
kann in [Schll, Satz 1.3.12] gefunden werden.
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3.4.3 Theorem (Von Neumann)

Zwei Standardwahrscheinlichkeitsrdaume (€2, 3,7) und (ﬁ,i,ﬁ) sind genau dann iso-
morph, wenn die zugehorigen Lebesgue-Riume X := LY(Q,Z,7) und Y := Ll(ﬁ, 5, 7)
isomorph sind. Préziser existiert fiir jeden bijektiven, isometrischen Markovschen Ver-
bandsoperator T' : X — Y eine maflerhaltende, fast iiberall bi-messbare Abbildung
0:Q — Q, dass T von 6 induziert ist, das heifit

Tf=foo VfeL'(Q,%n).

Nun beweisen wir, wie angekiindigt, die mafitheoretische ergodische Zerlegung als
Korollar der bisherigen Theorie. Fiir eine mafitheoretischen Version des Beweises ver-
weisen wir auf [Aar97, Kapitel 2, 2.2.9]' bzw. [DGS76, Kapitel 13].

3.4.4 Korollar (Ergodische Zerlegung)
Fiir ein MDS (£2,7,%,0) auf einem Standard-Wahrscheinlichkeitsraum (2,7, %) exis-

tiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (€,7) und eine Abbildung UK Q — P(Q) in die
Wahrscheinlichkeitsmafle auf €2 so, dass

1. fiir A € Y gilt
n<A>:/§ny (A)dii (3).

2. fiir y € Q ist (2,1my,%,0) ein ergodisches MDS.

BEWEIS

Ist Tp der von 6 induzierten Operator auf X := L(Q,n), so ist (X, Tp) ein dynamisches
System. Da € separabel und metrisch ist, ist die Borel-o-Algebra ¥ abzdhlbar erzeugt
und wir kénnen eine abzihlbare Familie A C X wéahlen, die die o-Algebra X erzeugt und
ein Ring ist, das heifit invariant unter endlichen Schnitten und Vereinigungen, sowie
Komplementbildung ist.

Wir wihlen nach Theorem 1.2.2 metrische Modelle L!(K, 1) von X = L(Q, ) und
LYL,v) von Y := FixT C X, die beziiglich der natiirlich Inklusion i : ¥ — X
und P := ¢ und mit T vertrdglich sind und fiir die ein isometrischer, Markovscher
Verbandsoperator ¢ : L1(Q,7) — L(K, 1) mit

§(xa)eC(K) VAcA

existiert. Nach Theorem 1.3.4 gilt fiir die Desintegrationsabbildung sy : L — C(K)’

f s = [m(Dav @) ¥fec)

'Hierbei handelt es sich um eine leichte Variation des hier gezeigten Satzes. Eine abgeschwéchte Form
dieses Satzes kann dort nach 2.2.9 als Aufgabe gefunden werden.

95



Kapitel 3 Integralrdume und dynamische Systeme

und nach Theorem 3.3.8 bzw. Bemerkung 3.3.9 ist (L!(K, ), T}) fiir v-fast alle [ € L ein
ergodisches dynamisches System. Es bleibt nur noch diese Ergebnisse zu ,iibersetzen®.

Fir A € A gilt nach Konstruktion (A € C(K), insbesondere ist n;(A) := p(§A) fir
alle [ € L wohldefiniert und es gilt

0 (4) = Ixallur o = 1€xallLr e = /L pu (Exa) dv (1) = /L n(A)dv ().

Da £ als Isomorphismus der Lebesgue-Rdume nach Theorem 3.4.3 von einer Abbildung
0: K\ N — Q\ M induziert ist, wobei N C K bzw. M C Q Nullmengen beziiglich p
bzw. n sind, folgt fiir A € A und v-fast alle [ € L bereits

m(A) = i (§xa) = <X,Q—1(A)) :

Da A abzéhlbar ist, folgt diese Gleichheit fiir alle A € A auflerhalb einer v-Nullmenge
L; C L unabhéngig von A. Insbesondere folgt fiir A,, € A mit A,+1 C A, und ), 4, €
Aund [ € L'\ L; bereits

Ul (ﬁ An) = (@1 (ﬁ An>> = (ﬁ o ! (An)>
n=1 n=1 n=1
= Jim (07" (4) = Jim i (Ar).

Damit lasst sich »; fiir v-fast alle [ € L zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl auf €2 fort-
setzen und dquivalent zum Beweis von Korollar 3.3.7 bzw. Theorem 3.3.8 erhalten wir,
dass das MDS (92, 3, n;, 0) fiir v-fast alle [ € L ergodisch ist. ///

3.4.5 Definition (TDS)

Ein Tupel (K, ¢) heiit topologisches dynamisches System (TDS), falls K kompakt
und ¢ : K — K eine stetige Abbildung ist. Das System heif3t minimal, falls fir jede
abgeschlossene Menge A C K mit ¢(A) = A bereits A = () gilt. Falls es nur ein
Wahrscheinlichkeitsmaf} gibt, beziiglich dem ¢ maflerhaltend ist, so heifit das System
etndeutig ergodisch und es heifit mittelergodisch, falls der induzierte Operator

T, :C(K) = C(K): f—=fop
mittel-ergodisch auf C(K) ist, das heifit falls die Folge

AN = Ni ™ f
N n=0

fiir alle f € C(K) beziiglich der Supremumsnorm konvergiert.

Um die Aussage aus Korollar 3.4.4 zu erweitern, verwenden wir Korollar 3.4.4 und
[EFHNO09, Kor. 9.9, 9.10].
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3.4.6 Proposition
Ein TDS (K, ¢) ist genau dann eindeutig ergodisch, falls der Dual T, 9’0 des induzierten
Operator

T, :C(K)—=C(K): fr foep,

einen eindimensionalen Fixraum hat. Dies ist genau dann der Fall, wenn 7" einen ein-
dimensionalen Fixraum hat und auf C(K') mittelergodisch ist.

3.4.7 Proposition
Ist (K, ) ein TDS und T, der induzierte Operator

T, :C(K) = C(K): fr foep,

so ist dies genau dann minimal und mittelergodisch, falls (K, ) eindeutig ergodisch
ist und ein strikt positives Wahrscheinlichkeitsmafl 1 auf K existiert so, dass fiir die
Borel-o-Algebra ¥ auf K das MDS (K, X, u, ¢) ergodisch ist.

3.4.8 Korollar (Ergodische Zerlegung mittelergodischer Systeme)
Ist (K, ¢) ein mittelergodisches TDS und p ein strikt positives Wahrscheinlichkeitsmaf
so, dass (K, u, >, T) fiir den induzierten Operator

T L' (K, %, p) = LN (K, S, 0) : f e fop

ein MDS ist, so existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (% , f) und eine Abbildung .y :
K — P(K) in die WahrscheinlichkeitsmaBe auf K so, dass

1. fir A C K gilt
() = /guy (A)dfi (),

2. fir p-fast alle y € K ist (supp fiy, ) ein eindeutig ergodisches, mittelergodisches
und minimales TDS mit dem zugehdrigen ergodischen MDS (supp fiy, @, fty, 2).

BEWEIS

Nach Korollar 3.4.4, Proposition 3.4.6 und Proposition 3.4.7 geniigt es nachzuweisen,
dass fur p-fast alle y € K das MaB py strikt positiv auf C(supp ) ist und das MDS
(C(supp py), T') mittel-ergodisch ist. Die strikte Positivitdt von p-fast allen g, folgt
direkt aus der strikten Positivitdt von u, da C(K) separabel ist. Fiir die Mittelergo-
dizitét von Ty, : C(supp py) — C(supp py) muss gezeigt werden, dass % Zivz_ol T"f in
C(supp py) fiir alle f € C(A,) konvergiert. Es gilt fiir die kompakte Menge A, = supp p,

und das Ideal
Ay ={feC(K)| fla, =0}
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von C(K) bereits
C(4y) = C(K) /A,

Da (C(K),T) nach Voraussetzung mittelergodisch ist, existiert fiir f € C(K) der Limes
von % ZnNz_ol T"f in C(K). Also geniigt es nachzuweisen, dass

. 1N_1 .
ngnooﬁnz:%TfeAy VfeA,.

Dies ist jedoch der Fall, da p, invariant beziiglich 7" ist, also

/ITf!duy = 1y (T(FD) = py (1) Z/Iflduy —0  Yfed,

gilt und dies fiir alle f € A, bereits T'f = 0 auf supp py, also T'f € A, impliziert. ///
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Appendix

A.1 Effros-Borel Struktur

Ublicherweise wird die Effros-Borel Struktur auf den schwach-*-abgeschlossenen Teil-
raumen des Duals eines Banachraums X eingefithrt [Eff65]. Wir verwenden analog
zu [Tak79, Kapitel 4, Abschnitt 8] die Charakterisierung dieser Struktur aus [Eff65,
Thm. 1] als Definition. Da diese Struktur fur die vorliegende Arbeit nur auf Hilber-
trdumen verwendet wird, schrdnken wir uns zur Vereinfachung auf diesen Fall ein.

Fiir einen separablen Hilbertraum H, ein Element x € H und einen abgeschlossenen
Unterraums F' C H definieren wir z|p = 7p(x) als die orthogonale Projektion von z
auf F'. Insbesondere gilt

12|l = sup| (2, y)y | = sup | (7F (), y), | = 77 (@)l -
yeF yeF

A.1.1 Definition (Effros-Borel Struktur)

Die Effros-Borel Struktur ist die kleinste o-Algebra auf der Menge 20(H) aller abge-
schlossenen Teilraume eines separablen Hilbertraums H, fiir die fiir alle h € H die
Funktion

W(H) = R:F e |blpll = llmr (h) ]|

messbar ist.

A.1.2 Definition (Schwache Messbarkeit)
Eine Abbildung f : L — X von einem Borelraum L in einen Banachraum X heifit
schwach-messbar, falls fiir alle ¢ € X’ die Abbildung

p(f): LRl (f(1)

messbar ist.

Um mit dieser o-Algebra geeignet umgehen zu kénnen, verwenden wir das folgende
Theorem, das die Existenz von Abbildungen zeigt, welche die Effros-Borel Struktur
charakterisieren. Eine allgemeine und deutlich kompliziertere Version dieses Theorems
ist in [Eff65, Thm. 2] zu finden.

A.1.3 Theorem
Es existieren abzahlbar viele Abbildungen f,, : 20(H) — B1(0) C H so, dass
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1. fy beziiglich der Effros-Borel Struktur auf 9t(H) schwach messbar ist,

2. fur alle F € (H) die Menge {f,(F)}, dicht in F liegt.

BEWEIS

Offensichtlich geniigt es, Abbildungen so zu konstruieren so, dass der Aufspann der
Bilder von F' € 20(H) unter diesen Abbildungen dicht in F' liegt. Dafiir sei {e, }nen
eine Orthonormalbasis von H. Wir definieren

frn:W(H)— B1(0): F—7p(en)

und erkennen, dass { f }, die geforderte Dichtheit erfiillt. Des Weiteren gilt fiir x € H
mit der Parallelogrammidentitéit bereits

(fn (F)> J})H = (7TF (en)a Qj‘)H = (7TF (en)a mF (%))H

2 2
_ 7 (en + @)l = lI7F (en — 2) [
4 )

also ist F' — (fn(F), z) messbar und damit ist f, schwach-messbar beziiglich der
Effros-Borel Struktur auf Q0(H). ///

Mittels dieses Theorems kénnen wir, wie das folgende Korollar aus [Tak79, Kapitel 4,
Kor. 8.3] zeigt, die Messbarkeit beziiglich der Effros-Borel Struktur charakterisieren.

A.1.4 Korollar

Ist H ein separabler Hilbertraum und L ein Borelraum, dann ist eine Abbildung F' :
L — 2(H) genau dann messbar, wenn eine abzahlbare Familie {F},, : L — B1(0) C
H},en von schwach-messbaren Abbildungen existiert so, dass {F,,(I)} dicht beziiglich
der schwachen Topologie in F'(I) liegt.

BEWEIS
Seien f,, : W(H) — H wie in Theorem A.1.3. Ist F' : [ — 20(H) messbar, so erfiillt
F,, := f,, o F' die Behauptung.

Angenommen, es existieren F,, wie oben. Dann gilt fir x € H

Hf”|F<l>H = sup [(Fn(1), x)],

also ist dies als Supremum abzéahlbar-vieler messbarer Abbildungen selbst messbar. Per
Definition ist damit F' messbar beziiglich der Effros-Borel Struktur. ///
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A.2 Technisches zu linearen Abbildungen auf Quotientenrdumen

A.2 Technisches zu linearen Abbildungen auf
Quotientenrdaumen

In Proposition 2.2.11 konstruieren wir fiir einen invertierbaren Diagonaloperator T =
J T1dv(l) die Inversen Tfl der Punktoperatoren 7;. Dafiir verwenden wir das folgende
Resultat, um aus der Inversen 7!, die in den Quotientenraum [ L'(K, ;) dv (1) abbil-
det, einen Operator S zu erhalten, der in den ,original Raum* [], L}(K, 1) abbildet.

A.2.1 Proposition (Fortsetzung von linearen Abbildungen auf Quotienten)
Ist T: X / Y — X /Y fiir zwei Vektorrdume X und X und zwei Unterrdume ¥ C X

und Y C X eine lineare Abbildung, dann existiert eine lineare Abbildung 7" : X — X
so, dass fir die kanonischen Epimorphismen 7 und 7 das Diagramm

T ~
X X
T T
XY XY
kommutiert.
BEWEIS

Es geniigt eine lineare Abbildung i X /Y — X zu definieren so, dass Foi = id¢ i

da dann T := 70T o 7 die Behauptung erfiillt. Fiir eine Basis {fitier € X/Y kénnen
wir mit dem Auswahlaxiom fiir alle i € I ein g; € 7 '(f;) € X wiihlen. Gilt fiir eine
endliche Teilmenge {i1,...,ix} €T und A1,..., Ay € R

N
Z )\ngln — Oa
n=1
so folgt
N N N
S hef = 3 A (g) = 7 (z Angin> —R0) =0,
n=1 n=1 n=1

Da {f;}; insbesondere linear unabhéngig sind, folgt A; = 0. Damit ist {g;}ics linear
unabhéngig. Definieren wir ¢ fZ := gi und setzen dies linear fort, so erhalten wir eine
injektive, lineare Abbildung i : X /Y — X mit 7oi= idg S00% ///
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