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DEL A

1. Trummet R? har vi punkterna P = (=3, —1,4) och Q = (2, 3, 3), samt linjen L; som ges
av vektorerna pa formen
3
st
"
2
—2t

Y

dér ¢ dr en reell parameter.
(a) Bestdm parameterformen for linjen Ly som gar genom P och Q). 1p)
(b) Linjerna L, och L, har en gemensam punkt. Bestim denna skidrningspunkt.
1p
(c) Bestdm en ekvation for planet H som innehaller L; och L. 2p)

Losning. (a) Linjen genom P och () har en riktningsvektor som &r parallell med Pﬁ och

vi far
2 -3 2 —(=3) 5
PO=00-0P=|3|-|-1]=]3-(-1)]=]| 4
3 4 3—4 -1
Eftersom linjen Ly gar genom P kan vi skriva den pa parameterform som (ﬁ +t- F@
dvs
-3 5
-1 | +t- 4
4 -1

(b) Vi soker en 16sning till ekvationen

-3 5
-1 |+t 4| =s-
4 -1

DO M| 0 [0
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Detta ir ett linjart ekvationssystem i de tva obekanta s och ¢ och vi kan anvinda
Gausselimination pa dess totalmatris och far da

% -5|-3 2ry 1 —8] -2
5 4| -1 |~ |rm—=3r|~]0 7 0
—2 1 4 r3 + 4r 2 0 0 0
Diérmed har vi att s = —2 och ¢t = 0 ger den enda I8sningen och skérningspunkten &r

(—3,—1,4), dvs punkten P.
(c) Vi kan bestimma en normalvektor till planet som innehéller linjerna med hjélp av
vektorprodukten om de inte dr parallellla. Vi har

5 3 4-(—4) - (=1)-1 ~15
4 x| 1]=](-1)-3-5-(=4)|=]| 17
—1 —4 5-1—4-3 -7

Planets ekvation kan ddrmed skrivas 152 — 17y + 7z = d f6r nagon konstant d och vi
kan ta reda pa d genom att sétta in en punkt, exempelvis origo som ligger pa linjen L,
ochfardad = 15-0—17-0+7-0 = 0. Alltsa &r planets ekvation 15x — 17y +7z = 0.

U
Svar:
-3 5
(a) Linjen Lo gesav | —1 | +1¢- 4
4 —1

(b) Skidrningen mellan linjerna &r punkten P = (=3, —1,4).
(c) Planet som innehaller bada linjerna har ekvation 15x — 17y + 7z = 0.
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2. (a) Bestidm ett andragradspolynom p(z) = a + bx + cx? vars graf y = p(z) gr genom
punkterna (—1,4), (1,2) och (2, 7). 3p)
(b) Hur manga sadana polynom finns det? (1p)

Lisning. (a) Eftersom kurvan ska ga genom de tre punkterna maste vi ha att p(—1) = 4,
p(1) =2o0chp(2) =7, dvs

a + b-(=1) + c¢-(-1)? = 4
a + b-1 + c-12 = 2
a + b-2 + c-22 =7
Vi kan anvianda Gausselimination pa totalmatrisen for detta linjara ekvationssystem

och far da

1 -1 1[4 r [1 -1 1| 4
1 1 1|2 | ~|rg—r|~|0 2 0|2
1 2 4|7 T3 — 11 0 3 3] 3
r+sre] [1 0 1] 3 T — 573 1 00| 1
~ %’]"2 O ]. 0 _1 ~ T2 ~ O 1 0 _1
rs—3r2] | 0 0 3] 6 Lrs 00 1| 2
Alltsa kan vi se att koefficienternaa = 1, b = —1 och ¢ = 2 &r en 16sning till systemet

och dirmed ir det sokta polynomet p(z) = 1 — x + 222
(b) T och med att vi fick en ledande etta i varje kolonn i koefficientmatrisen finns en unik
16sning till det linjdra ekvationssystemet och ddrmed finns precis ett andragradspoly-
nom p(z) som uppfyller kraven.
O

Svar:
(a) Polynomet p(x) = 1 — x + 222 uppfyller kraven
(b) Det finns bara ett sadant polynom.
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Den linjira avbildningen T': R? — R? #r bestimd av

()b o (5] -1

Enhetskvadraten €2 har hérn (0,0), (1,0),(0,1) och (1, 1), och avbildas genom 7" pa en

parallellogram 7°(£2).
(a) Bestdm matrisen for avbildningen 7'. 1p)
(b) Visa att bildrummet till 7" 4r R2. (1p)
(c) Rita upp T(2), och bestdm dess area. 2p)

Losning. (a) Om A &r standardmatrisen for 7" har vi enligt villkoren att
1 =2 10
als = 1
vilket innebir att A dr inversmatris till matrisen B = é : 4] . Vi kan bestimma den

genom exempelvis Gauss-Jordanelimination och far da

L =2/1 0] [ m ] _[1 =2 10] [m+r][10
0 1 ry — 311 0 2|-31 572 0 1

3 —4
—2 1] 1[-4 2
SIERIEH

N =
| |

2
_3
2

Alltsa ges standardmatrisen for 7" av
2 2

(b) Eftersom de bada standardbasvektorerna ligger i bildrummet till 7" maste bildrummet

vara hela R?.
(c) De bada kolonnvektorerna i A bildar sidor i parallellogrammen 7°(€2) som har sitt
fjarde horn i T'(1,1) = (—1, —1). Parallellogrammens area ges av beloppet av deter-

.
e

FIGUR 1. Omradet T'(2)
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minanten av matrisen A, dvs av ’—2 . % - (—%) : 1)| = ’_1 + %‘ - %
Svar:
(a) Standardmatrisen for 7" dr A = [ :g 1 }
2 2

(b) Se ovan.
(c) Arean dr 1/2 areaenhet.
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DEL B
4. Foljande tre vektorer i R?,
1 1 1
I Y R .|
U=yl V=14 ochw—o,
1 0 —2
dr ortogonala. Vi later V' vara deras linjéra hélje, V' = Span{u, v/, w}.
(1p)

(a) Bestdm en ortonormal bas for V.
0

(b) Bestidm projektionen av vektorn _1 pa delrummet V. 2p)

8
(c) Bestim en linjir avbildning 7': R* — R* vars nollrum #r V. (1p)

Losning. (a) En ortonormal bas bestar av ortogonala vektorer av langden 1. For att ,
U, och « dr redan ortogonala. Dirmed bildar vektorerna |11ﬁ”ﬁ, ﬁﬁ, och ﬁw en

@ =v1i+1+1=+3
17 =vVI+1+1=+3
i = vV1+1+4=6
Alltsa kan vi konstatera att foljande vektorer bildar en ortonormal bas till V:
1//3 1/v3 1/v/6
1/vV3| |[-1/V3 1V6
0 " | 1/V3 ]’ 0
1/V3 0 —2v6

(b) Lét ' vara en vektor i R*. Betrakta foljande vektor:

ortonormal bas till V.

- Zed, Z-U, Z-wW
l=—=—=u+ —=V+ ——=Ww
- U v-U W w
Observera att £ liggeri V ochatt (f — 2) - il = (t — Z) - 0 = (f — Z) - @ = 0. Vi kan
0
konstatera att projy (2) = t. Lat Z = _12 . Vi har f6ljande likheter:
8
Z-u=—-2+8=6, u-u=3,
Z-Uv=24+1=3, U7 =3,
Z-w=-2—-16=—18, W-W=6



SF1624 Algebra och geometri — Losningsforslag till tentamen 2014-03-14 7

Alltsa ar
o _pE. FU @
projy (2) =t = ==t + =0+ =
1 1 1 2 1 3 0
61, DL N I R I
310 6 |o 0 1 0 1
1 9 2 0 6 8

(c)

Sva

Kravet pa avbildningen 7 dr att matrisens radrum ska vara det ortogonala komple-
mentet till V. Darfor borjar vi med att hitta det ortogonala komplementet till V', dvs
alla vektorer som &r ortogonala mot hela V.

Det ortogonala komplementet bestar av 16sningarna 7 till systemet -« = ¥ - v =

—

Z-w=0,dvs

T1 + X2 + 14 = 0
1T — X2 + T3 =0
T + X9 — 21’4 =0

Genom Gausselimination far vi

1 10 110 1 10 110
1 -1 1 00 Ry—R, ~|0 =21 —-1|0
1 1 0 —21]0 Rs — Ry 0O 00 =30
Alltsa dr x4 = 0, x3 = t for en parameter t. Den andra ekvationen —2x5+1x3—14 = 0,

geratt vy = H5% = % och den forsta ekvationen ger v1 = —xy — x4 = —
Alltsa dr det ortogonala komplemenetet

N+

—1
1
2
0

Det betyder att nollrummet till f6ljande matris dr lika med V'

-1 120
0 000
0 000

och att funktionen 7: R* — R*, som ges av denna matris, har V' som nollrum,
ker(T) =V.

V+ = Span

t1 —t1 + ty + 2t3

to | 0
el | = 0

ty 0

r:



V3
@ [VV3
1/V3

(b) projy,
131

© T Z
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1/v/37 [1/v6
—1/V/3 116
I IRVAVER 0
0 —2v/6
0 [0
20| |2
1 |1
8 8
—t1 4ty + 25
- 0
- 0
0
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5. Planet W i R? ir alla vektorer pa formen

t
2t —2s |,
2t + 2s
dir s och t ar reella tal.
(a) Beskriv W som l6sningméngden till ett system av linjdra ekvationer. 2p)
(b) Bestidm alla vektorer i W som har ldngden 1 och som dr ortogonala mot vektorn
2p)
1
1
1

Losning. (a) Alla vektorer i W kan skrivas som

1 0
t12] +s|—2
2 2

vilket betyder att W ir ett plan i R? och att

1 0
W =Spanq (2], -2
2 2

For att beskriva planet med hjélp av ett ekvationssystem behdvs bara en ekvation och
vi kan hitta en normalvektor till planet genom vektorproduktnen.

1 0 8
U= 2| x |2 = [-2
2 2 —2
1 0
Vektorn ¢ &r ortogonal till bdda 2| och | —2| som betyder att ' 4r normal vektor
2 2
till . Alltsa ges W av ekvationen 8z — 2y — 2z = 0.
x
(b) Vi ombeds att bestimma alla vektorer «/ = |y | sa att:
z

= |[d]] = 22+ y2 + 22 =1,
— w ligger i W, som betyder att x = ¢, y = 2t — 2s och z = 2t + 2s, ddr s och ¢

ar reella tal.
1

— 0 ar ortogonal till {1]| somgesx +y+ z = 0.
1
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Ekvationen x +y + 2z = 0 ger t + (2t — 2s) + (2t + 2s) = 0, dvs 5t = 0. Alltsé har vi
att ¢ = (. Nir vi siitter in detta i ekvationen 2% + 4%+ 2% = 1 far vi 02 +4s% + 45> = 1,
och didrmed s = +1/ /8. Det betyder att féljande tva vektorer uppfyller kraven:

0 0 0 0
-2/V8| = |-1/v2| och | 2/V8 | =|1/V2
2¢/8 12 —2/4/8 —1/V2
O
Svar:
(a) 8r —2y—22=0
0 0

b) |-1/v2|, | 1/v2
12 —1/v2
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6. En linjdr avbildning T': R* — R* har egenviirdena —1,0, 1 och 2. Visa att det finns ett
planiV C R* dir alla vektorer avbildas pa sig sjilva av T2 4p)

Losning. Lat vy, v, U3, och v vara egenvektoerna till 7" som motsvarar egenvirderna —1,
0, 1 och 2. For egenvirderna &r olika, vektorerna v, U, U3, och vy dr linjért oberoende.
Observera att:

T*(0) = T(T(51)) = T(-0) = ~T(th) = — (=) = &
T*(03) = T(T(v3)) = T(03) = U5
Alltsd, alla vektorer o = ¥, + su3 i planet Span(vy, 03) avbildas genom T pa sig sjilva:
T2t + st3) = tT?(v)) + sT*(U3) = t0) + st
O

Svar: Vektorerna i planet som spédnns av egenvektorer till 7' med egenvérden 1 och —1
avbildas pa sig sjilva av T2,
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DEL C
7. 1 R* har vi vektorerna
5 5 1 1
L N P
A E f= Al T= g och = 0
5 5 1 1

Vi har att B = {, f} en bas for V C R, och L: V — V ir en linjéir avbildning. Vi vet
att med avseende pa basen B sa ges avbildningen L av matrisen

2 0
D= {0 3} .
(a) Bestam koordinatmatrisen till ¥ med avseende pa basen B. (1p)
(b) Bestdm Gvergangs matrisen (basbyte) fran basen B till basen {Z, 7/}. 2p)
(c) Bestdm egenvektorerna for L. 1p)

Ldsning. a) Vi vill bestimma skaldrer a och b sadana att 7 = ae’+ b f Detta ger ett ekva-
tionssystem i tva okdnda, men med fyra ekvationer. Vi vet att 16sningen dr unik, och bryr
oss ddrmed om bara tva av dessa ekvationer. De tva sista koordinaterna ger ekvationssy-

2 E-)

Vi l16ser denna ekvation genom att multiplicera med inversen I—g [_55 _24} , vilket ger

i =w 5 S0 =5

Koordinatmatrisen for £ med avseende pa basen B blir dirmed

il

b) For att bestimma basbytesmatrisen fran basen B till basen {Z, '} maste vi uttrycka ¢

och f i den andra basen. Vi noterar att vektorn 7/ har en nolla i tredje koordinat. Ekvationen
¢ = aZ + by har darmed 16sningen a = 1, och det foljer dirmed att b = 4. Pa samma sitt

—

laser vi av att f = 22 + 3y. Den sokta Gvergangsmatrisen dr

]
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c) Med avseende pa basen 3 ges den linjéra avbildningen av en diagonal matris. Detta
betyder att baserna € och f dr egenvektorer. De sokta egenvektorerna ir

5t 5%
9t 8s
2t och 4s
5t 5s
med nollskillda tal s och ¢. O

Svar:
(a) Koordinatmatris% [_43}

(b) Overgangsmatris Lll g]

(c) Egenvektorer &r t¢’och s f, nollskillda skalirer.
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(d) Mittpunkterna pa sidorna i en triangel &r punkterna (1, 2, 3), (—2,3,1) och (-3, 2, 3).
Bestdm triangelns horn. 4 p)

Losning. Lat P = (1,2,3), Q = (—2,3,1) och E = (—3,2,3) vara de givna mitt-
punkterna. Om A, B och C ir triangelns horn far vi att

oP = %WH%O?
04 = 0B +30C
oL = %(ﬁwé(ﬁ

Om vi lagger ihop dessa ekvationer far vi

1 -2 -3 —4
OA+OB+0C=0P+00+0B=|2 |+ 3 |+ 2 | =] 7
3 1 3 7
Vi kan nu fa fram hoérnen genom att O—1>4 = @)1 + O? + O? -2 @, etc. Diarmed
far vi
—4 —2 0
OA=| 7 | =21 3 |=|1],
7 1 5
—4 -3 2
oB=| 7 |-2.| 2 |=1|3
7 3 1
och
—4 1 —6
oC=|7|-2.]2]=1]3
7 3 1
Alltsa &r triangelns horn A = (0,1,5), B = (2,3,1) och C' = (-6, 3, 1). O

Svar: Triangelns horn dr A = (0,1,5), B =(2,3,1) och C = (-6, 3,1).



|
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(e) Lat L vara 16sningsméngden till ekvationssystemet

-2
1

2 — 2y + z = 1,
r + y + z = 2

Bestim alla delrum av R® som innehéller L. 4p)

Losning. Hela R? #r ett delrum som innehdller L. De tvd ekvationerna beskriver tva
plan som inte dr parallella. Alltsa skér de varandra i en linje. Eftersom inget av pla-
nen gar genom origo kan inte heller skidrningen ga genom origo. Om delrummet inte
dr hela R® kommer det dirmed att behdva vara tvddimensionellt och ges av en en-
da ekvation. Denna ekvation behover vara en linjirkombination av de bigge givna
ekvationerna och eftersom origo ligger i delrummet maste konstanttermen vara noll.
Alltsa maste ekvationen ges av den andra ekvationen minus tva ganger den forsta,
dvsav -3z + 5y — 2z = 0.

Ett alternativ dr att se att ett delrum som innehaller tva punkter pa linjen maste in-
nehalla hela linjen. Gausselimination pa totalmatrisen ger

1 1}N[ Ty ]N{l 1 1 Q]N[rﬁim]w{l 0o 3 g]
1]2 7”1—27”2 0 -4 —-11]-3 T2 0 -4 —1|-3
och med parametern ¢ far vi z = ¢,y = 3/4 — t/4 och x = 5/4 — 3t/4. Dédrmed lig-
ger punkterna (5/4,3/4,0) och (1/2,1/2,1) pa linjen. Eftersom delrummet 4r slutet
under multiplikation med skaldr méste dven punkterna (5,3,0) och (1,1,2) ligga i
delrummet. Vi kan fa en normalvektor till delrummet med hjilp av vektorprodukten,

5 1 3-2—-0-1 6
3| x [1f=1(0-1-5-2] = —10
0 2 5-1—-3-1 2
och vi far aterigen en ekvation for planet som 3x — 5y + z = 0. O

Svar: Det finns tva sddana delrum; hela R? och delrummet som ges av ekvationen
—3x+ 5y — 2z = 0.




