Losningsforslag till Tentamen, SF1629, Differentialekvationer och Transformer
IT (del 1)
24 oktober 2014 kl 8:00 - 13:00.

Tentamen bestar av atta uppgifter déar vardera uppgift ger maximalt fyra podng. Bonus
fran kontrollskrivningen géller uppgift (1).

Preliminidra betygsgrinser: 14 poédng ger garanterat betyg E, 17 poéng ger garante-
rat betyg D, 21 podng ger garanterat betyg C, 24 podng ger garanterat betyg B och 28
poéng ger garanterat betyg A. Den som har 13 poéng far betyg Fx och har mojlighet att
komplettera. Kontakta i sa fall examinatorn.

Hjalpmedel: Det enda hjialpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen Mathematics Hand-
book av Rade och Westergren.

OBS: For full podng kravs fullstandiga, tydligt presenterade och val motiverade 16sningar
som &r latta att folja. Markera dina svar tydligt.

(1) Betrakta differentialekvationen
dy
o=

dér talet o &r en parameter.

y2—-y) —a

a) Bestdm de kritiska punkterna samt rita faslinjen i fallen da « = 0, & = 1/2 och
a=1 (2p)
b) Lat a = 1. Bestédm explicit de tre 16sningar till ekvationen som uppfyller y(0) = 2,
y(0) = 1 respektive y(0) = 0. Vilka av dessa dr begriansade for alla ¢t > 0?7  (2p)

Losning: Vi har en autonom ekvation.

a) Lat f(y) = y(2 — y) — « vara hogerledet i ekvationen. De kritiska punkterna
ar f:s nollstéllen.

Fall @ = 0: nollstéllena ges av y(2 —y) = 0 vilket ger y = 0 och y = 2. En
teckenanalys ger foljande faslinje:

—<—-——0)—-=>-=(2)——< —=

Fall o = 1/2: nollstillena ges av y(2 —y) — 1/2 vilket ger y = 1 + 1/4/2. Faslinjen
blir
——<——(1—i)——>——(1+L)——<——
V2 V2
Fall a = 1: nollstéllena ges av y(2—y) —1 = —(y — 1)? vilket ger y = 1 (dubbelrot).
Faslinjen blir

—<-—=(1)-—-< -
b) Nér a = 1 kan ekvationen skrivas

dy 2
— = —(y—1)%
7 (y—1)



Vi sag ovan att y = 1 dr en kritisk punkt, dvs den konstanta funktionen y(t) = 1
ar en 1osning till ekvationen. Ekvationen &r separabel, sa for y # 1 far vi

dy

— = dt,
(y —1)2
vilket ger
——=t+C
y—1 "
Saledes far vi .
14—
y=it

Vi soker nu de l6sningar som uppfyller begynnelsevillkoren.
Fall y(0) = 2: Vi far

1
y0) =1+ 5« ,

L Denna losning #r begrinsad for alla t > 0 (och gar

dvs l6sningen blir y = 1+ 5.

mot 1 da ¢t — o00).
Fall y(0) = 1: Detta ger den konstanta losningen y(¢) = 1, som forstas dr be-
gransad for alla t.
Fall y(0) = 0: Vi far
1
0=y0)=1+-5C=-1
y(0)=1+7 :

dvsy =1+ ﬁ Notera att denna 16sning endast existerar for ¢ < 1, och 16sningen
gar mot —oodat — 17.

Betrakta det autonoma systemet

dx
=Y
dy
A P
a ~ Y
a) Bestdm den 16sning som uppfyller z(0) = 1, y(0) = 2. (3p)

b) Verifiera, genom inséttning i ekvationen, att losningen som erhallits i a) verkligen
ar en 10sning. (1p)
Lésning: a) Ekvationen kan skrivas pa matrisform:

x = Ax

dar



Matrisen A har egenvidrdena A = +i. Vektorn

(1 + z)

Vi =

2

ar en egenvektor motsvarande egenvirdet A = i. Saledes &ar

x(t) = vie

en (komplex) 16sning till ekvationen. Vi vet fran teorin att real- och imaginérdelen
av denna l6sning dr tva linjért oberoende losningar till ekvationen. Vi har

1+ 4, 141 (cost + isint) cost —sint w cost +sint
e’ = cos isint) = ) .
2 2 2cost 2sint

Alltsa ar
cost —sint cost +sint
xalt) = ( 2cost )’ x(l) = ( 2sint )

tva (reella) linjart oberoende losningar. Dérfor vet vi att den allménna l6sning till
ekvationen &r

x(t) = e1x1(t) + caxa(t).

Begynnelsevillkoren ger oss

(- -o() - ()

Detta ger ¢; = 1, ¢ = 0. Saledes ér

(t) cost —sint
X =
2cost

den sokta losningen.

b) Om
cost —sint
t) =
x(?) ( 2cost )
har vi
—sint — cost
/t —
x(2) ( ~2sint )
och
Ax(t) = (— sin t - cost).
—2sint

Alltsa dr x(t) verkligen en 16sning till ekvationen.



(3) a) Los begynnelsevirdesproblemet (3p)
2’y"(x) = 2y(z) = 2% y(1) =3, y'(1) =1/3.

b) Bestdm ett intervall dir 16sningen ovan sikert ar unik. (1p)

Lasning: b) Eftersom ekvationen kan skrivas

" -
- Py - 17
och det storsta intervallet, som innehaller punkten x = 1, dir funktionen —2/z? &r
kontinuerlig &r (0, 00), sa foljer det fran existens- och entydighetssatsen (sats 3.2.1
pa sidan 146 i B-DP) att 16sningen dr unik pa detta intervall.

a) Vi loser forst den homogena ekvationen

22y — 2y = 0.

Detta ar en eulersk ekvation, sa vi soker 16sningar pa formen y = z". Inséttning i
ekvationen ger

O=a’r(r—1a"?-22"=(r*—2r —2)a" = (r —2)(r + 1)a".

Alltsa, vi far tva 16sningar: y; = 2% och yp = 7%

Vi soker nu en partikuldrlosning till den ursprungliga ekvationen med hjilp av
variation av parametrar. Forst skriver vi ekvationen pa formen

2

iz

Vi soker en 16sning pa formen y, = ui(x)y1(z) + ua(x)ya(z). Enligt formeln for
variation av parametrar kan vi ta u; och u, sadana att

p_ px)g) , n(z)g()
Up = ==~ U= T
W (z) W (z)
dér g(z) = 1 &r hogerledet i ekvationen ovan, och W (z) = W (y,y2)(x) = —3 ar
Wronskideterminanten. Integrering ger att (sitt konstanterna till 0) vi kan ta

3
ui(x) = lnTx, ug(x) = —%.
Saledes ar
?lnx  2?
Yp(z) = 3 9
en partikuldrlosning. Notera att y = —x?/9 rakar vara en 16sning till den homogena

ekvationen.
Fran informationen ovan kan vi nu dra slutsatsen att den allménna l6sningen till
ekvationen pa intervallet x > 0 &r

?Inzx

3

y=cyr+cy: +yp = 61962 + czx_l +



Begynnelsevillkoren ger att ¢; = 1, ¢y = 2. Saledes ar

2?Inzx

y=2"4+22"" +
den sokta losningen.

(4) a) Bestdm en serielosning till begynnelsevirdesproblemet (3p)

y'(@) +ay'(x) +2y(x) = 0; y(0) =0, y'(0) = 1.
b) For vilka x konvergerar serien? (1p)

Lésning: b) Vi har en ekvation pa formen

y' +p@)y +q(x)y =0

dar p(x) = x och q(x) = 2. Eftersom bade p och ¢ &dr polynom sa har de sjalvklart
odndlig konvergensradie (vi har serier med #ndligt manga termer). Fran teorin (se
sats 5.3.1 pa sidorna 266-267 i B-DP) vet vi darfor att serielésningarna till ekvatio-
nen ocksa kommer att ha oédndlig konvergensradie.

a) Eftersom vi har information om y(0),4'(0) sa soker vi en l6sning pa formen

y(x) = Z anx" (= ag+ ayx + agz® +...).
n=0
Termvis derivering ger
y'(z) = Z na, "' (= ay + 2ax + 3a + ...)
n=0

och
y'(z) = Zn(n — 1ayz"?
n=0

Eftersom y(0) = ap och y'(0) = a; sa ger begynnelsevillkoren att vi maste ha
ag = O, ay = 1.
Vi noterar att vi kan skriva

xy'(z) = Z na,r"
n=0

och
o0

y'(@) =3 n(n—1aa"? =3 (n+2)(n+ ay "

n=0 n=0



Inséttning i ekvationen ger

0=y"+ay +2y = Z(n +2)(n + 1)ay 02" + Z na,x" + 2 Z a,x" =
n=0 n=0 n=0

— Z (n+2)(n+ Dapta + (n+ 2)a,) z".

Eftersom alla koefficienter maste vara noll far vi rekursionsrelationen
0=(m+2)(n+ Dane+ (n+2)a, = (n+2)((n+ a2 +a,), n>0

vilket ger

Qn
n+1

Ovan sag vi att vi maste ha ag = 0 och a; = 1. Rekursionsrelationen ger darfor
att

Apyo2 = —

ay, =0, k=0,1,2,3,....
Vidare,
ap 1 ~az 1 1 a3 as 1
2Ty T U T3 6~ 2.3 Da
Vi ser monstret:

as =

—1)*
a2k+1_%, k:0,1,2,....

Vi verifierar att detta dr korrekt genom inséttning i rekursionsrelationen. Fér n =
2k + 1 far vi da enligt formeln
(_1)k+1
an = Qa = —,
2 2kt 2k+1(k 4 1)!

och enligt rekursionsrelationen:

ap asks1  (—1)FF!

=TT T 2+ 1) (kL)

y(x) = Za%ﬂx%H - Z <2kk)l L2k
k=0 :

den sokta 16sningen.

Saledes ar

Los begynnelsevardesproblemet

o= | (¢~ wy(udu,  y(0) = 0, 4/(0) — 4

Losning: Om vi later f(t) =t sa ser vi att ekvationen kan skrivas

y'(t) = (f*y)(t).



Laplacetransformerar vi béagge leden, och utnyttjar begynnelsevillkoren, far vi

Y(s)

2

sY(s) —4 = 2

eftersom L(f(t)) = 1/s*. Loser vi ut Y (s) fas
45> 45>

YO = G = e 60

Partialbraksuppdelar vi nu hogerledet fas
452 2 1 1

34—1232+1+s—1 s+ 1

Inverstransformering ger dérfor att

y(t) = 2sin(t) +e' — e

Lat f(x) vara en kontinuerlig funktion sadan att f(0) = 0 och zf(x) > 0 for alla
x # 0, och lat g(x) vara en kontinuerlig funktion sadan att g(x) > 0 for alla .
Betrakta differentialekvationen

d*x dx

pTE +g(a:)$ + f(xz) =0.

Skriv om ekvationen som ett system av ekvationer av forsta ordningen. Avgor om

den kritiska punkten till detta system &r stabil eller instabil. (Tips: en funktion pa
formen V(z,y) = ay* + b [, f(u)du kan vara till hjilp.)

Lésning: Vi borjar med att skriva ekvationen som ett system. Later vi y = 2’ far
vi systemet
dr
pri
Y~ gy~ ()
eftersom ¢/ = 2" = —g(x)2’ — f(z) = —g(x)y — f(x). Eftersom f(x) # 0 for z # 0
sa foljer att (0,0) &r den enda kritiska punkten.
Planen nu &r att anvinda Lyapunovs direkta metod. Vi anvénder oss av ”energin”

V(z,y) = ay® + b/oz f(u)du.

Y

Forst noterar vi att villkoret zf(xz) > 0 medfor att f(z) > 0 for > 0 och
f(x) <0 for x < 0. Saledes har vi att [ f(u)du > 0 for 2 > 0 och [ f(u)du =

— u)du > or x < 0. Eftersom ocksa ,0) = 0 och y* > or y sa
Y f(u)du > 0 f 0. Ef ksa V(0,0) = 0 och y2 > 0 f 0 s
foljer det att V' (x,y) positivt definit om konstanterna a, b > 0.



Vidare har vi (undersck hur energin varierar lings banan)

% :g_‘;x’(t) + aa_‘gjy’(t) = bf(z)y + 2ay(—g(z)y — f(z)) =

=f(2)y(b - 2a) — 2ay’g(=).

Viljer vi, t ex, a = 1 och b = 2 (notera att bada ar positiva, sa V (z,y) ar positivt
definit) sa blir hégerledet —2y%g(z) < 0 for alla x,y eftersom g(x) > 0. Vidare &r
hogerledet 0 om z =y = 0. Alltsa dr dV/dt negativt semi-definit.

Fran Lyapunovs sats, sats 9.6.1 pa sidan 558 i B-DP, foljer saledes att den kritiska
punkten (0,0) &r stabil.
Lat y; och y, vara de l6sningar till ekvationen

y"(x) + (cosz)y'(z) + (sinx)y(z) =0

som uppfyller y;(0) = 1,47(0) = 0 respektive 32(0) = 1, y5(0) = 2. Bestam for varje
reellt tal  Wronskideterminanten W (yy, y2) ().

Lésning: Vi vet att for en ekvation pa formen
y" +ple)y +qlx)y =0

sa uppfyller Wronskideterminanten W differentialekvationen

W'+ p(z)W = 0.
Se sats 3.2.7 pa sidan 154 i B-DP. I vart fall &r p(x) = cosz, sa vi far ekvationen

W'+ (cosxz)W = 0.
Denna (linjdra) ekvation har 16sningen
W = Ce—sine.

Vidare ger begynnelsevillkoren att

Detta ger oss vardet pa C:
2=W(0)=_C.
Saledes, for varje x € R har vi

W (z) = 2¢= .



(8) Betrakta ekvationen

y'(t) +p)y'(t) + q(t)y(t) = 0
dér funktionerna p och ¢ ar kontinuerliga pa R. Antag att v, ys dr en fundamental
16sningsméngd till ekvationen. Visa, genom att anvénda existens- och entydighets-
satsen, att varje 16sning y(t) till ekvationen &r pa formen y(t) = c1y1(t) + caya(t).

Losning: Se bevis av sats 3.2.4 pa sidorna 149-150 i B-DP.



