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DEL A

1. Lat f(z) = e *sinz.
A. Bestam alla kritiska (stationéra) punkter till funktionen f.
B. Avgor vilka av de kritiska punkterna som &r lokala maxpunkter.

Ldsning. Vi ser att f dr definierad for alla x. Vi deriverar och far

f'(x) = —e"sinz +e " cosx =e “(cosz — sinx)
som existerar for alla x. Eftersom e™* # 0 géller att

f'(x) :0<:>cosx—sinx:0¢>ng+mry
n godtyckligt heltal. De kritiska punkterna dr alltsd x = w/4 + nm, n godtyckligt heltal.

Vi deriverar en gang till och far

f"(x) = —e *(cosx —sinx) + e *(—sinz — cosx) = —2cosxe ".
Vi undersoker nu andraderivatans tecken i de kritiska punkterna. Vi ser att:
Om z = 7/4 + n2m, n heltal, sa dr f'(x) = 0 och f”(x) < 0. Dessa punkter &r alltsa
lokala maxpunkter.

Om x = 57/4 4+ n2m, n heltal, sa dr f'(z) = 0 och f”(x) > 0. Dessa punkter ir alltsa
lokala minpunkter.

(Obs: om man inte vill anvinda andraderivata kan man istéllet gora ett teckenstudium av

forstaderivatan for att klargora vilka av de kritiska punkterna som &r lokala maxpunkter).
0

Svar: A. De kritiska punkterna dr = = 7/4 + nm, ddr n dr ett godtyckligt heltal.
B. Lokala maxpunkter dr = = 7/4 + n2x, ddr n dr ett godtyckligt heltal.
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. Berikna nedanstaende integraler och forenkla svaren sa langt som mojligt.

1

x o

A. / dr  (anvind substitutionen 22 = t)
o 1+t

s

B. / xsinxdr  (anvind partiell integration)
0

Losning. A. Vi anviinder substitutionen 22 = ¢ med 2z dx = dt och nya grinser 0 och 1.

Vi far:
1 1
1 dt 1
/ v dm:—/ —:—[arctant]ézz.
o 1+t 2 0 1+t2 2 8

B. Med partiell integration far vi

™ ™
/ xsinxdx:[—xcosx]g—/ —cosxdr = .
0 0

Svar: A. /8
B.w
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3. Nir en kondensator laddas ur 6ver ett motstand giller att spanningen u
uppfyller differentialekvationen

du U

dt ~ RC
ddr R dr motstandets resistans, C' dr kondensatorns kapacitans och u(t) alltsd spanningen

vid tiden ¢.
A. Los differentialekvationen.
B. Beriikna hur lang tid det tar for spanningen att halveras (forutsatt att den 4r positiv).

Losning. A. Differentialekvationen dr en homogen linjdr ekvation av forsta ordningen.

Dess karaktiristiska ekvation r + RO = 0 har 16sning r = —1/RC, varfor differentia-

lekvationens 10sning dr

u(t) = ke /1C
dir £ ar en godtycklig konstant.

B. Vid tiden ¢t = 0 dr spanningen k, som med vara forutsittningar maste vara ett positivt
tal. Vi soker nu den tidpunkt 7" da spanningen har halverats och alltsa dr k/2. Vi far
ekvationen

k kG_T/RC

2
som for & > 0 dr ekvivalent med ekvationen —In2 = —7'/RC' som har 16sningen 7" =
RCn2.
O

Svar: A. u(t) = ke "B ¢ dir k #r en godtycklig konstant.
B. Spédnningen har halverats efter tiden RC'In 2.
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DEL B

t a? ot
©_dt och G(z) = / ‘
, t+2 o t+2
A. Beridkna F'(z) och G’(x) med hjilp av huvudsatsen och kedjeregeln.

B. Berikna F”(1) och G'(1).

4. Betrakta funktionerna F'(z) = / dt.

Losning. Vi borjar med funktionen F'. Med hjilp av huvudsatsen far vi omedelbart att
F'(z) = —~— (for x> —2) och alltsd F'(1) = e/3.
x

+2
Vi fortsétter med funktionen GG som &r en sammansatt funktion. Med hjélp av huvudsatsen
wE
och kedjeregeln far vi att G'(x) = — ol 22 och G'(1) = 2¢/3. O
x
Svar: A. F'(z) = —°— och G (x) — P
T 42 2242 7

B. /(1) = /3 och G'(1) = 2¢/3.
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5. Anvind Maclaurinpolynomet (alltsa Taylorpolynomet kring origo) av grad 2 till funktio-
nen f(z) = e~ for att approximativt beriikna integralen

1/2
/ e da.
0

Avgor sedan ocksa om ditt approximativa virde dr mindre @n 1/100 fran integralens sanna
virde.

Losning. Med hjdlp av Taylors formel (standardutveckling) far vi att

¢ €
e —1+t+2!t

for nagot tal ¢ mellan 0 och .
Om vi i detta substituerar —x? for ¢ far vi

2 9 € 4
e =1—=z +§x

for ndgot tal ¢ mellan 0 och —z2.

Detta betyder att vi har approximationen
e~ 1 — 2?

med ett fel som i det aktuella intervallet till absolutbeloppet dr hogst x?/2 (hér har vi

anvant att e¢ < 1 om ¢ < 0). Sétter vi in denna information i integralen far vi

1/2 1/2 11
/ e dx%/ (1—2%)dr = —.
0 0 24

Felet i denna approximation dr till beloppet hogst

L/2 g 1 1
e = — < .
/0 2“7 320 T 100

Svar: 11/24, approximationen ir inom den givna felmarginalen.
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6. Visa olikheten In (cosx) + ztanz > 2%/2, dd —7/2 < x < 7/2, till exempel genom
att studera funktionen f given av f(z) = In (cosz) + x tanz — 2% /2.

Losning. Vi sitter f(z) = In (cosz) + z tan z — 2 /2 for  som uppfyller
—m/2 < x < w/2. For sadana x #r olikheten

In (cosz) + xtanx > x2/2

ekvivalent med olikheten f(x) > 0. Vi observerar att f dr definierad och kontinuerlig da
—m/2 < x < m/2. Vi deriverar och far

—sinz

f'(x) = p—_— +tanx + (1 +tan’z) — v = rtan’x

som existerar for alla aktuella z. Viser att f/'(x) = 0 <= x = 0, om z ligger i det aktuella
intervallet. Vi gor ett teckenstudium av derivatan:

Om —7/2 < x < 0 sa giller att f'(x) < 0 och det foljer att f ir stringt avtagande hir.
Om z =0sair f'(z) = 0.
Om 0 < = < 7/2 sa giller att f'(x) > 0 och det foljer att f dr stringt vixande hér.

Det foljer direkt av teckenstudiet att f har en global minpunkt i z = 0 och funktionens

minsta virde dr f(0) = 0. Ddrmed 4r olikheten bevisad.
U

Svar: Se l6sningen.
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DEL C

7. A. Definiera vad som menas med derivatan av en funktion f i en punkt a.
B. Lt In )
n(l+z)—=x
N 0
flz) = a2 o7
—1/2, x=0.
Anvind derivatans definition for att berdkna f’(0).

Losning. A.Med f'(a), derivatan av funktionen f i punkten a, menas

L fla+h) = f(a)
im
h—0 h

om detta gransvirde existerar dndligt. Om griansvirdet inte existerar dndligt sa dr f inte
deriverbar i punkten a.

B. Enligt derivatans definition ska vi undersoka gransvirdet

S0+ h) ~ £0)
h—0 h
Om detta grinsvirde existerar dndligt sa dr f deriverbar och gransvirdet dr f/(0).

Med var funktion f far vi (med Taylorutveckling av In(1 + &) vid andra likhetstecknet):

n(l+h) —h (_1>
. f(0+h)—f(0) . h? 2
R h

h=B+Z 4100 —h 1
T h? 2
= h

L1+ O(h?)

Var funktion f dr alltsa deriverbar i origo och f'(0) = 1/3. O

Svar: A. Se 16sningen.
B. f(0)=1/3
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8. Berikna arean av den rédtvinkliga triangel som begrinsas av koordinataxlarna och tangent-
linjen i punkten (2, 1) till kurvan med ekvation (22 + y?)* — 722 + 3y* = 0.
Losning. Vi soker forst den aktuella tangentlinjen. Genom implicit derivering av ekvatio-
nen (z? + y?)? — 7o + 3y* = 0 far vi
2(z% + y*) (27 + 2yy') — 142 + 6yy’ = 0.

Om vi i denna ekvation sitter in den aktuella punktens koordinater, dvs x = 2 ochy = 1,
erhalls ekvationen

10(4 + 2¢/(2)) — 28 + 6/(2) = 0
dir vi kan 16sa ut 3/ (2). Vi far efter forenkling

6
/ 2 —_ _
y(@)=-33
Tantentlinjen till kurvan i den aktuella punkten far alltsa en ekvation
6
—1=——=(x—2).
y 3@ —2)
Nu soker vi skdrningspunkterna mellan tangentlinjen och koordinataxlarna. Skidrningen
med x-axeln fas nidr y = 0 och skdrningspunktens z-koordinat fas alltsa ur ekvationen

—1 = (—6/13)(x — 2), som har 16sningen = 25/6. Skdrningen med y-axeln fas nir
x = 0 och skidrningspunktens y-koordinat fas alltsd ur ekvationen y — 1 = (—6/13)(—2),
som har 16sningen y = 25/13.

Den area som soks ér tydligen arean av en rétvinklig rektangel med bas 25/6 och hojd
25/13. Arean dr

125 25 625

2 6 13 156

Svar: 625/156
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9. Lat f(z) =2 + 2z + 1.
A. Visa att funktionen f 4r inverterbar.

3
B. Berikna integralen / g(t) dt dér g dr inversen till f.
1

Losning. A. Funktionen f dr ett polynom och dérfor deriverbar 6verallt. Vi deriverar och
far f'(x) = 32% + 1 och vi ser att f'(x) > 0 for alla z. Det foljer att f ir striingt viixande
och dirfor injektiv och alltsa ocksa inverterbar.

B. Om g ér inversen till f s& gor vi i integralen variabelbytet t = f(z) med dt = f'(x)dx.
Nirt = 1sddrx = 0 ochnédrt = 3 sa darx = 1. Vi far alltsa:

/lsg(t)dt:/Olg(f(x))f'(x)dx:/le(3x2+1)dm:/01(3x3+x)d$:Z'

Svar: A. Se 16sningen.
B.5/4




