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DEL A

1. (a) Bestim linjen genom punkterna A = (0,0,1) och B = (2,4, —1). 1p)
(b) Med hjilp av projektion kan man bestimma det kortaste avstandet fran en punkt P
till en linje /. Forklara hur man gor detta genom att beridkna kortaste avstandet fran
punkten P = (1,2, 4) till linjen som ges av (1—t,2—2¢, ¢), dér ¢ dr en reell parameter.

3p
Losningsforslag. N
(a) Linjen kan skrivas OA + ¢ - zﬁ och vi har
0 2 0 2
OA=[0| och AB=0B-0A=|4|—|o|=]4
1 -1 1 —2

Alltsa ges linjen av (2t, 4¢, 1 — 2t)

(b) Vi kan dela upp en vektor frdn en punkt pa linjen, sidg (), till punkten P i en del som
ar parallell med linjen och en del som ir vinkelrdt mot linjen. Kortaste avstandet ges
da av ldngden av den vektor som dr vinkelrdt mot linjen. Vi anvinder projektion pa
linjens riktningsvektor for att fa fram den del som ér parallell med linjen.
Riktningsvektorn for linjen dr v = [—1 -2 1}T, och vi kan vilja punkten () =
(1,2,0). Vektorn @ = [O 0 —4}T. Projektionen av @ pa riktningsvektorn v

blir
-1
, —4
proisP) = = | 2|,
1
och specielt har vi att den vinkelrdta komponenten &r
0 o [ —%
5= PG projuP0) = [0 | ~ 2 | | = | ]
3 10
—4 1 -3
Avstandet blir

1 2
@ |= 5VA+16+10 :5\/%.
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Svar.
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2. (a) For vilka virden pa parametern a utgor vektorerna

1 1 1
’171 = 1 s 172 = 2 y ’173 = a
2 a 2
en bas i rummet R3? 2p)
(b) Lat a = 3, och bestdm koordinatvektorn av
1
;=10
0
med avseende pa basen {7, Uy, U3 }. 2p)

Losningsforslag.
(a) For att vektorerna {7, Ui, U3} ska bilda en bas i R3, sd kriivs det att vi har tre linjért
oberoende vektorer. Da ricker det att determinanten for matrisen som bildas av vek-
torerna ar nollskild. Vi har

11 2
det |1 2 a|l=14—-a*)-(2—a)+2(a—2)=—a*+3a—2
1 a 2

Vi har vidare att polynomet a® —3a+2 = (a — 1)(a — 2), s& dess nollstillen dr a = 1
och a = 2. Determinanten &r nollskild om a # 1 och a # 2.

(b) Vi soker sadana tal ¢y, co, c3 att €] = c1U] + coUs + c303. Detta ger oss ett system av
linjdra ekvationer med matris

1 111
1 2 310
23 2|0
Man loser systemet m h av Gausselimination och man far koordinater ¢; = 5/2,

¢y = —2, ¢ = 1/2. Koordinatvektorn blir [5/2 —2 1/2]".

Svar.



SF1624 Algebra och geometri — Losningsforslag till tentamen 14.10.29

3. Vi har matriserna

1 7
A= E :Aj och B= |2 —4
0 2
a) Bestdm inversen till matrisen A. 2p)
b) Los matrisekvationen X A = B. 2p)

Losningsforslag.
(a) Vi bildar matrisen

1 4701
och genomfor radoperationer som transformerar véinstermatris till enhetsmatris. Om

R, R, betecknar raderna av matrisen, sa far vi: 1. Ry := R;/2 ger oss

“ 31/12 1(/)2 (1)1

[Am:{z 3’ 1 o}

2. Ry := Ry — Ry ger oss

{(1) gﬁ' _11//22 (1)};

3. Ry :=2/5- Ry ger 0ss
[1 3/2‘ /2 0 }

0 1 | —1/5 2/5
4. Ry := Ry — 3/2 - R, ger oss

10| 4/5 -3/5

01| -1/5 2/5 |

Erhallen hogermatris ger oss inversmatrisen:
11 4 -3
-1 _ =
A=l { s } |

(b) Vi multiplicerar ekvationen med A~ frin hoger. Vi far dd X AA~! = BA~! varav
X = BA™!. Matrismultiplikation ger oss

17 -3 1
x=1l2 4 -{_41 _23}:1 12 —14
Lo 2 Sl -2 4

Svar.
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DEL B

4. En linjdr avbildning 7: R* — R* har egenvirden A = 0,1,2 och 4. Lat A vara dess
standardmatris.

(a) Ar A diagonaliserbar? 1p)

(b) Vilken dimension har bildrummet Im(7"). 2p

(c) Bestdam det karakteristiska polynomet till A. 1p)
Losningsforslag.

(a) En avbildning dr diagonaliserbar om den kan skrivas som en diagonalmatris i en ny
bas. Eftersom var matris har egenviarden A = 0, 1,2, 4, sa kan vi skriva matrisen A
for 7' 1 basen av egenvektorer som

0000
o is.p_ |01 00
DT_PAP_OOQO

000 4

(b) Dimensionen till ett egenrum &ar mindre eller lika med den algebraiska multipliciteten
till det tillhorande egenvirdet. Egenrummet tillhdrande egenvérdet A = 0 dr nollrum-
met, som i det hir fallet har dimension 1. Det foljer da att bildrummet har dimension
4-1=3.

(c) Karakteristiska polynomet till matrisen kan beréknas fran diagonalmatrisen. Detta ger
ger oss att det karakteristiska pollynomet &r

ca(A) = AMA=1D(A = 2)(A —4),

Svar.
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1 1 1 -5
5. Vi har baserna 3 = {|—1|,| 0 [} ochy ={| 1 |,| 2 |} for vektorrummet i R3
0 -1 -2 3
som ges av ekvationen z +y + z = 0.
(a) Vad menas med en basbytesmatris? 2p)
(b) Bestam vilken av matriserna nedan som &r basbytesmatrisen fran basen £ till basen ~y
(motivera ditt svar) 2p
1 =5
-1 -2 11-3 2
Pl:{? —3}’ P2:?[—2 —1}’ by = 12 ;

Losningsforslag.
(a) Enligt definition, basbytesmatris fran bas [ till bas v dr en sddan matris att dess ko-
lonner dr koordinatvektorer av elementer i bas 3 dér koordinater tas med avseende pa

bas 7.
(b) For att bestimma basbytesmatris fran £ till +, borjar vi forst med vektorn
1
B =] -1
0

Den skall uttryckas som linjdr kombination av basvektorer 7; och 7, dett vill sidga
B1 = a7y, + by,. Detta ger oss ett linjért system av ekvationer

1 = a—>5b
-1 = a+2b
0 = —2a+ 3b.

Systemet har 16sningar a = —3/7, b = —2/7. Saledes fér vi forsta kolonnen i basby-
tesmatris:
-3/7
]

Av angivna matriserna endst matrisen P, har den kolonnen som sin forsta kolonn. Vi
kollar ocksa att den andra kolonnen av P innehaller ritta koordinater d v s vi kollar
1
att talen 2/7 och —1/7 &r koordinater av vektorn 5y = 0 i bas vy, 2. Man
-1
verifierar att By = 2/7 - 71 — 1/7 - 75 genom direkt berdkning.

Svar.
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6. Temperaturen i Algots hus varierar 6ver aret ungefir enligt modellen
T = 20 + rsin @,
diar T ar temperaturen (i grader Celsius), m dr manadens nummer (1 for januari, 2 for
februari, 0.s.v.), och r och d &r reella konstanter som uppfyller » > 0 och —6 < d < 6.
Forra aret mitte Algot temperaturen vid fyra tillfdllen: I januari var det 17.0 grader, i
februari var det 20.0 grader, 1 mars var det 18.6 grader och i september var det 21.6 grader.
Algot vill anpassa modellen till métvidrdena genom att bestimma konstanterna r och d
sa att summan av kvadraterna av felen minimeras. (Med felen menas hér skillnaden mellan
mitvirdena och den temperatur som ges av modellen.)
(a) Modellen kan ocksa skrivas 7" — 20 = asin “¢" + bcos ", ddr a = r cos %’T ochb =
7 sin %’r ar reella konstanter. (Du kommer vil ihag formeln sin(u + v) = sin u cos v +
cos u sin v!) Bestdm konstanterna a och b sa att felkvadratsumman minimeras.

G p)

(b) Hur ska Algot vilja konstanterna r och d? 1p)
Losningsforslag.

(a) Vi gor forst en tabell ver Algots méitningar dér vi ocksd beréknar sin “¢* och cos %"

m | T — 20 | sin 2% | cos X

1| —=30| 1/2] v3/2
2 0.0] v3/2] 1/2
3] —14 1 0
9 16| -1 0

Alltsa far vi det Overbestdmda ekvationssystemet

/2 V/3/2] -3.0
V3/2 1/2 [a] | 00
1 0 bl T | —14
~1 0 1.6

Genom att multiplicera med systemmatrisens transponat fran vénster far vi norma-

lekvationerna )
3 V3/2] [a] [ —9/2
V3/2 1 | |b| T |-3V3)2
med den unika l6sningen a = —1, b = —/3.
(b) Eftersom a = r cos %’r och b = rsin %’r arr = v/a? 4+ b?> = 2 och vi ska vilja d sa att
dm

cos & = —1 och sin I = —‘/75. Enda mgjligheten i intervallet (—6, 6] dr d = —4.
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DEL C

7. En tetraeder ér en tredimensionell kropp med fyra horn och fyra triangelformade sidor.
Tetraedern &r regelbunden om alla fyra sidor &r liksidiga trianglar. Lat %, ¢/ och 2" vara de
tre vektorerna lidngs kanterna fran ett horn i en regelbunden tetraeder déar

171 = 7l = 121 = .

(a) Visa att vektorn ' — %f — %g ar en vektor som ger hdjden av tetraedern mot sidan som

spanns upp av & och ¥/. (2 p)

(b) Bestdm ldngden av Z — %f — 2. 2p)

Wl

Losningsforslag.

(a) Vi betecknar det hornet som &dr gemensamma fotpunkt for vektorerna 7, ¢/, 2 med O
och ovriga horn i tetraedern med A, B, C' sa att ¥ = Oj4; y = Oi?; 7 = OC. Sidan
som spéns upp av & och ¥ dr triangeln OAB som ér liksidig. Hojden av tetraedern
till denna sida &r strickan fran punkten C' till centrum D av triangeln OAB (detta
ser man fran symmetri). Ortsvektorn av centrum av en liksidig triangeln far man som
medelvirdet av ortsvektorer av tre horn och vi far

—

1/ o -
OD:§<OO+OA+OB>:1/3-:f+1/3-g7.
Till slut, héjden DC' blir
DC=0C—-0D=%2z-1/3-—1/3-7.

Alternativt: Hojden i tetraedern dr Z minus projektionen av Z ned pa planet som
spanns upp av T och 3. Av symmetri sa &r det klart att projektionen av Z ned i x, y-
planet hamnar pa linjen L = Span(Z + ¢). Hojden i tetraedern #r alltsa
7 — Proj; (2).

For att bestimma Proj; (Z) behdver vi lingden av riktningsvektorn Z + . Vi kan
skriva

y = Projz(y) + § — Projz(9)
diir - = ¢ — Proj(i) ér vinkelrit mot 7. Av regulariteten till tetraedern foljer det
att vinkeln mellan Z och ¢ &r 7/3. Detta, och att ||Z|| = 1, ger att

T N
Proj () = 57

Lingden av & + ¢ dr ddrmed

Jarbeeig =2+ (Dr=va
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Vi erhéller att

oo .. ., . 1 1 . . 1 _

Proj,(2) = g(m +29) (T + 7)) = 5(5 + 5)@ +9) = g(x + ).

(b) Eftersom triangeln OAB fir liksidig, vinkeln mellan vektorer  och i/ ér 7. Detta ger
oss 7+ = ||Z||- ||/]| - cos § = 1/2. Analogt fér vi ocksd att #- 2= 1/2 och j- 7 = 1/2.
Omh=7—17— 1y diar

IFIP = Ff= (7= 5F = 1) (7= 20— 50 =
3 3 3 3
R R h RPN PO Au-30 TN U U U U
- 9 oI ™3 37 YTyt Ty T T3 T30 3

Léngden dr /2/3.

Svar.
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8. Lat A vara en fixerad (n X n) matris.
(a) Visa att alla (n x n) matriser X som kommuterar med A, dvs sadana att AX = X A,

utgor ett vektorrum. 2p)
(b) Bestdm en bas av detta vektorrum i fall n = 2 och da 2p)
-1 1
A= [ Sl ] |
Losningsforslag.

(a) Eftersom rummet av alla matriser (av samma dimension) dr ett vektorrum (Se boken
Exempel 3, sidan 198) sa ridcker det att visa att mdngden V' av alla matriser som
kommuterar med A ar ett delrum. Det vill sdga att V' innehaller noll vektorn, &r sluten
under addition, samt multiplikation med tal.

Det ar klart att nollmatrisen kommuterar med A, sa forsta kravet ar satisfierad. Vi har
vidare att om X; och X5 dr med i V/, da giller att

(X1 4+ X0)A=X1A+ XoA =AX, + AXy, = A(X, + Xo),

med andra ord att X; + X, € V. Slutligen, om X kommuterar med A da vill uppen-
barligen ocksa ov.X kommutera med A;

(aX)A = a(XA) =a(AX) = A(aX).

Det vill sédga att V' @r sluten under addition och multiplikation med tal, och ddrmed

ett delrum.
a b
o=l

(b) Lat
vara en matris i delrummet V/, som genereras av A i ovningen. Da giller det att
XA = AX. Det vill sdga att

e el A

—a+2b a+3b| |—-a+c —b+d
—c+2d c+3d|  |2a+3c 2b+3d|"

vilket leder till

Ur detta far vi sambanden
c=2b, d=a+2c, d = a + 4b,

dir det sista ekvationen kan ignoreras, eftersom den fas av de tva forsta. Vi har saledes
foljande ekvationer att 19sa:

c=2b, d=a+2c,



Svar.
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vilket ger oss tva fria parametrar, a, b, och vi har

a b
X = {219 a+4b]

for alla reella tal a, b. Svaret kan provas med en direkt kalkyl (gor det). Man skriver

matrisen X som
10 01
X:a-{o 1}—1—1)-[2 4}.

Detta ger oss en bas { X7, X}, dir

10 0 1
Xl:[o 1]’ X22{2 4]
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9. Vid ett universitet finns tre lunchrestauranger med dom fantasifulla namnen A, B och C.
Alla studenter byter restaurang varje dag for att fa omvixling. Av dom som gar till A en
viss dag kommer precis hilften att ga till B nista dag och den andra hilften gar till C. Pa
samma sdtt gar hélften av B-besokarna till A dagen dirpa och hilften till C. Men av dom
som gar till C gar alla till B nista dag. (Ingen vill byta direkt fran C till A f6r maten &r sa
mycket sdmre dir.)

Processen kan beskrivas som en markovkedja med tre tillstind. Om a(n), b(n), c(n)
betecknar antalet studenter som gar till A, B respektive C dag n sa har 6verforingsmatrisen
T egenskapen att

a(n+1) a(n)
b(n+1) | =T [ b(n)
cn+1) c(n)

forallan=20,1,2,....
(a) Bestdm tva egenvektorer till T horande till egenvirdena 1 respektive —1/2.
2p)
(b) En viss dag gar exakt lika manga studenter till alla tre restauranger. Hur ser fordelningen
ut 30 lunchdagar senare?

2p
Losningsforslag.
(a) Overforingsmatrisen &r
0 1/2 0
T=|1/2 0 1
1/2 1/2 0

Vi ska 16sa dom homogena ekvationssystemen (T —I)x = 0 och (T + 3I)x = 0.
Det forsta har systemmatris

-1 1/2 0
/2 -1 1
/2 1/2 -1
Genom att addera hilften av forsta raden till dom andra raderna far vi
-1 1/2 0
0 —=3/4 1
0 3/4 -1
och adderar vi nu andra raden till tredje raden far vi
-1 1/2 0
0 —-3/4 1
0 0 0
med den allménna 16sningen x = s [g] ,s eR.



(b)
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Det andra ekvationssystemet har systemmatrisen

1/2 1/2 0
1/2 1/2 1
/2 1/2 1/2
Om vi subtraherar den forsta raden fran dom andra tva raderna far vi
1/2 1/2 0
0 0 1
0 1/2

0
[—1} s € R.
0

Till exempel ar alltsa [4] och [—(1)1 egenvektorer till 7" horande till egenvirdena 1

med den allménna 16sningen x = s

respektive —1/2.

a

Starttillstandet dr [ g] for nagot reellt tal a. Detta gér att skriva som en linjarkombination
av egenvektorerna som vi hittade:
a a 2 a 1
a 3 0
Efter 30 dagar ér tillstdndet
a |? a|l a 2 a L]
=T - [4] +- |1 T 4] + T [ -1
13 %o s3] 3 o
. 2l [ 1 . [2+27%
=104 - (=12 | =1 =< [4—27%
S E o] ?| 3

Eftersom 2% = (219)3 > 1000® = 10° sa dr 272%a/3 < 1 vilket dr forsumbart litet
néar man raknar lunchgister. Fordelningen blir alltsa 2 : 4 : 3 mellan restaurangerna
A, B, C efter 30 dagar.




