KTH Datavetenskap
och kommunikation

DT1130 Spektrala transformer
Tentamen 140115

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrinser: E: 9 p, D: 11.5 p, C: 14 p, B: 16 p, A: 18 p
Tillatna hjalpmedel: rdknare, formelblad (bifogat)

Lycka till!

1

Nigel har kopplat in en tongenerator till en spektrumanalysator. Spektrumanalysatorn &r instélld
s& att den samplar signalen med fs = 32kHz utan anti-vikningsfilter och berkdnar signalens
spektrum (FFT i belopp) och presenterar detta pa en display. Dvs z-axeln representerar frekvens
och y-axeln representerar amplitud. Nar tongeneratorn slas pa visar spektrumdisplayen ett lodrét
"spik”.

Tongeneratorn (se figur (1)) har tva rattar, en &r mérkt Frequency och en &r méarkt Amplitude.

a Nigel borjar vrida Frequency-ratten uppat fran noll-laget. Spiken ror sig till en borjan uppéat
langs x-axeln, men plotsligt upptéacker Nigel till sin foérvaning att spiken ror sig neddt trots
att han alltjimt skruvar ratten uppdt. Forklara for Nigel (som inte last DT1130) vad som
troligtvis hénder, och ange vid vilken frekvens spiken borjar rora sig nedat (2 p).

b Nigel vrider tillbaka Frequency-reglaget till strax ovanfér noll-laget och Overgar till att
skruva pa Amplitude-ratten. Nar han ékar den Gver en viss niva dyker nya spikar upp i
spektrudisplayen. Ju hogre han vrider ratten, desto fler och hogre blir spikarna. Beskriv for
Nigel vad det dr som hénder med signalens vagform, samt hur detta paverkar spektrum.

(1p)

c Forklara var dessa nya spikar boér dyka upp langs x-axeln, och spekulera kring hur héjderna
pa spikarna borde forhalla sig till varandra sig nar man "kramar pa” riktigt mycket. (1 p)
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Figur 1. Nigel’s tongenerator

DT1130 Spektrala Transformer o HT 2013



2 b
x(n) S
-4
3 c

x(n) =@1—l—’y(n)

x(n) =~ D D D

y(n)

0.5
0.5 ‘ ‘ ‘ ‘

o 5 10 15 20 25
16 ‘
0.5T

oLLLT ‘

0 5 10 15 20 25
16

0.51

0p--e £9000000000600066
-0.5
0 5 10 15 20 25
1
0.5 T
0 n n n n
0 5 10 15 20 25

Figur 2. Filter och impulssvar fér ihopparande.

2

I figur [2] ser du ett antal filterscheman och ett antal impulssvar. Para ihop ratt schema med ratt
impulssvar, med motivering. Observera att det blir ett impulssvar 6ver. (I1p/ korrekt par)

3

Ett antal okdnda filter ska undersokas. Varje filter matas med en impuls z(n) = §(n) och utsig-
nalen y(n) studeras. Bestdm 6verforingsfunktionen H(z) for vart och ett av filtren pa enklaste

mojliga form, givet utsignalen y(n) (1p stycket):

0 om n<0

a yln)=< 1 om n jAmn
-1 om n udda
b y(n) =27"u(n)
c y(n) =d(n) —d(n — 2)
2 (7)
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d y(n) = sin (%n) u(n)

4

Diskret cosinustransform (DCT) &r vanligt forekommande i bildbehandling och kompression,
och anvands som bekant bl.a. i JPEG-algoritmen. I figur [3|ser du ett antal 8z8-matriser. De till
vanster skulle t.ex. kunna motsvara block av pixlar i en bild. Till héger finns tvadimensionella
DCT-transformer (i absolutbelopp) av dessa block. Ditt jobb &r nu att para ihop pixelblocken
med ratt transformblock. Du méaste motivera klart och tydligt for att fa podng. Observera att
det blir ett transformblock Gver. Hoga virden motsvaras av mork fiarg i bilderna. (1p/ korrekt

par)

5
Betrakta filtret

y(n) =z(n) + ax(n — K)

dar K &r ett positivt heltal, och « &r ett reellt tal (kan vara negativt).
Ta fram filtrets 6verforingsfunktion H(z) och visa att dess nollstéllen ligger jamnt férdelade

pa en cirkel med radien |a|% i z-planet (med centrum i origo). Skissa &ven filtrets frekvenssvar

[H(w)| (4p)
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Figur 3. Para ihop blocken till vanster med ratt 2D DCT-transform!

4(7)

DT1130 Spektrala Transformer o HT 2013



Losningar

it

a

Att spiken borjar rora sig 4t motsatt hall betyder att det har uppstatt vikning, dvs signalen
fran tongeneratorn befinner sig utanfor basbandet. Eftersom spektrumanalysatorn &r installd att
inte anvinda anti-vikningsfilter sa dyker signalen upp som en reflektion i basbandet. vikningen
uppstar nar frekvensen 6verstiger halva samplingsfrekvensen, dvs vid 16 kHz.

b

Det som héander nar Nigel okar amplituden &r att icke-linjar distorsion uppstar, t.ex. p.g.a.
klippning i ingangen till spektrumanalysatorn. Vagformen som ursprungligen &r en ren sinus
(endast en spik i spektrum) blir tillplattad/klippt i topparna, detta leder till att nya deltoner
dyker upp (flera spikar i spektrum).

C

Vad vi vet om deltonernas ldgen dr forst och framst att en periodisk vagform har ett harmoniskt
spektrum dvs deltonerna ligger pa jaimna multipler av grundtonen (jmfr Fourierserie). Nér man
“kramar pad” amplituden kan man ténka sig att klippningen i extremfallet resulterar i en ren
fyrkantvag. Inbordes styrkan for deltonerna ges da av fyrkantvagens fourierserie-koefficienter (se
formelsamling): dvs endast udda deltoner, och dessas hojd avtar med % dar k ar multipel av
grundtonsfrekvensen.

1 Det &r en tvapolsresonator med H(z) = vilket ger poler i z = £5 %, vilket motsvarar

4
2240.5
vinkelfrekvensen w = 7/2. Detta &r en dampad svingning med perioden 4 sampel, vilket
stammer pa impulssvar a, ¢ och d. Det som skiljer dessa at ar langsammare avklingning
for ¢ samt att d ar fordrojd ett sampel jamfért med a. Vi kan ocksé notera att filter 3 ar
identiskt med filter 1 s& néir som pa den inledande fordréjningen i filter 1. Alltsa passar
filter 1 och impulssvar d.

V3

2 som ovan men med polerna z = +j5°. Storre polradie én 1 vilket ger langsammare av-

klingning, alltsa 2 och c.
3 Som 1 men utan fordréjning. 3 och a

4 Impulssvaret for ett icke-aterkopplat filter ar lika med dess koefficienter h(n) = a,, vilket
ger 4 och b

R]

a
Impulssvaret kan skrivas h(n) = (—1)"u(n). Z-transform #4 i formelsamlingen med a = —1 ger

1 z

:1+z—1 o241
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b

Z-transform #4 i formelsamlingen med a = 271 ger

Anvind Euler:

h(n) = sin (%n) u(n) = ej%nu(n) +

. s 4,
z-transform #4 pa varje e-term (a = e’4 resp a = e /1) ger

1 1 1 1

H = - T a - T
(=) 271 —¢edaz"l 251 —eJazl

siatt pa samma brakstreck:

—e i) — — el
H(Z):iz(z eiw4) z(zwe 1)
) (z—e1)(z—e1)=
1
_
22 —\22+4+1

Den tvadimensionella DCT-transformen beskriver frekvensinnehéallet i pixelblocket. Raderna i
transformblocket motsvarar frekvenser i vertikalled i pixelblocket, dar Oversta raden motsvarar
frekvensen 0. Kolumnerna motsvarar foljaktligen frekvens i horisontalled, dér forsta kolumnen
ar frekvensen 0.

1 hog horisontell frekvens -> bor finnas ett hogt virde i en kolumn langt till hoger. Vertikala
frekvensen noll -> bor finnas hogt virde pa 6versta raden. Detta stdmmer perfekt pa d.

2 maximal frekvens bade i horisontal- och vertikalled. Hograste kolumnen, sista raden -> c.

3 relativt langsam horisontell frekvens (ungefiar samma som i 2) alltsd en kolumn i vénstra
halvan. Aven en langsam vertikal frekvens, dock inte noll, alltsa andra eller 3:e raden. Detta
verkar stdmma pa e.

4 Lag horisontell frekvens, dock inte noll. -> en kolumn négonstans i bérjan men inte den
forsta. Vertikala frekvensen noll -> Gversta raden. Detta stammer pa b.

6 (7)
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H(z)= "’Z% har nollstillen da 2% = —a
a >0 ger

ZK _ |a|ej7rej2m7r

vilket har rétterna

5 = |a|%ej7r(1+2m)/K
déar m ar ett heltal.
Om « < 0 far vi istéllet

ZK —_ |a|€j2m7r

vilket har rotterna

5 = |a|%ej7r2m/K

I bada fallen ligger rotterna pa en cirkel med radien \a\% och konstant vinkel 27 /K sinse-
mellan, vilket skulle bevisas.

De jamnt fordelade nollstéllena skapar ett frekvenssvar med periodiska toppar och dalar.
Filtret kallas dérfor ett kamfilter. Figurerna nedan visar frekvenssvaret for ett kamfilter med

K =8 och @ = 0.5 respektive a = —0.5
8 ‘
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