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IE1204 Digital Design

Booles algebra, Grindar

MOS-teknologi, minimering

F1 P 2 P o1
F3 | R
e = o2 | Aritmetik

O3 > KK1 LABI
F7 |- o4 Multiplexor
F& = F9 P2 O5 KK2 LAB2
Fio | Fu - o6 —>| KK3 LAB3
Fi2 | o7 | F13

08 —)I F14 >| tentamen

Kombinatoriska kretsar

Laskretsar, vippor, FSM
FSM, VHDL introduktion
Asynkron FSM

Minnen

Forelasningar och évningar bygger pa varandra! Ta alltid igen det Du missat!
Las pa i forvag — delta i undervisningen — arbeta igenom materialet efterat!
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Detta har hant 1 kursen ...

Talsystem: Decimala, hexadecimala, oktala, binara
(175,5),, = (AE.8),, =(256.4), = (10101110.1),

AND OR NOT EXOR EXNOR Sanningstabell, mintermer Maxtermer PS-form
SP-form deMorgans lag Bubbelgrindar Fullstandig logik NAND NOR

CMOS grindar, standardkretsar

Minimering med Karnaughdiagrammet 2, 3, 4, 5, 6
variabler
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Talrepresentation

Ett tal kan representeras binart pa manga satt.
De vanligaste taltyperna som skall representeras
ar:

e Heltal, positiva heltal (eng. integers)
ett-komplementet, tva-komplementet, sign-magnitude
e Decimala tal med fix tal-omrade
Fix-tal (eng. fixed-point)
e Decimala tal i olika talomraden
Flyt-tal (eng. floating-point)
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Positiva Heltal:

26

25

24

23

22

2t 20

1

1

0

1

1

0

1

Heltal

=1.26+1.2°+1.23+1.-22+1.20=109

Men hur representerar vi negativa tal ???
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Heltal:

S 25 24

Sign-magnitude

23

22

21

20

1

1

0

1

1

0

1

|

Tecken-bit
Nackdel: tva nollor (+/-) 0

—

‘rk

S

= - (122+123+1.22+1.20)=-45

Magnituden (beloppet) av talet
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1-komplement

De negativa talen ar komplementet av de positiva
talen. Bit for I det positiva talet bit inverteras for att
ge den negativa motsvarigheten.

B=b,_, by, ...0; b, dar b.e{0,1}

[ [buz [ by Ibo |
/

Tecken-Bit Nackdelar:
(Sign Bit) e Tva nollor (+/-) 0.
e Vid vissa additioner kravs
justering av resultatet.
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2-komplement heltal

Representation med 2-komplement

B=by_, by, ...0; b, dar b.e{0,1}

TeckenfBit
(Sign Bit)
Decimalvarde:

Detta ar den vanligaste representationen av tal ’med tecken”.
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2-komplement heltal

Omvandlingsexempel:
B=b,_,by.,...b; b, dar b,e{0,1}

/

Tecken-Bit
(Sign Bit)

Decimalvéarde:

D(B):@+ .+b, 2@
_ 1 Det ar alltid det storsta talet som
_ B motsvarar -1.
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Talkonvertering
positivt tal till negativt

Tvakomplementmetoden

01111 +15
10000 Invertera
10001 lagg till ett

10001 -15
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Talkonvertering
negativt tal till positivt

Tvakomplementmetoden

10001 -15

01110 Invertera
01111 lagg till ett
01111 +15

Samma procedur I bagge riktningarna!
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2-komplement heltal

Dator-register ar
“ringar”. Figuren
visar ett trebitars-
register. Nar man
raknar med tal
med tecken” &r de
negativa talen den
vanstra halvan av
ringen.

000

100
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2-komplementet ”snabbt”

o FOr att latt ta fram 2-komplementet av ett binartal
kan man anvanda foljande forfarande:
— Borja fran hora sidan

— Kopiera alla bitar fran binértalet som ar 0 och den
forsta 1:an

. Invertera
— Invertera alla andra bitar

Kopiera

Exempel: 2-komplement fran 10 ar(010

=
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Sign-extension

Vid berakningar 1 datorer behdver man ofta 0ka antalet
siffror (bitar) infor nagon berakning — hur gér man det
med negativa tal?

Heltal:
26 295 924 9293 922 921 920

1l1]lol1]12]o0]f1 =-1.264+1.2°+1.23+1.22+1.20=-45

( _2n—1 2n—2 27 2\6 25 24 23 22 21 20
1] 1] e 1111101111101 1

Teckenbiten har negativ vikt 1)

Om man vill utvidga talomradet genom att anvanda flera bitar
kopierar man teckenbiten till de nya bitarnal!
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Addition (BV: sida 264)

A <\8/s AN
PRI (+5) 0101
o gz Mg oty (+2) + 0010
0oL} -4 :54,_9_1 00 }
-\;\";nb}'\iﬁ +6 {0 ?'G:,}f (+ 7) O 111
T 8L o T
s z\e\
A - T
.. ____.._.I|I o 5Lf .

William Sandgvist william@kth.se



Addition (BV: sida 264)

@gnorera

=~ T

\; llll" § :'IJI 57\ ll
K2 [::* \©J S x%ﬁ@ (_|_ 5) O 10 1
J - /’_1 1 \\{/ AA
O 2 Y20 + (-2) + 1110
or [y o |
o % 46707, (+3) 10011

ﬁ il , ; e
SRS 1
i cg) i ::' III|II _,'..: '\‘ G
:x'f -~ | % [ ._

Carry-biten kan ignoreras!
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Addition (BV: sida 264)

@gnorera

=~ T

<\8/s \ 111
KUNZ 12/ S/O (-5) 1011
f.f": igx‘“*m\}[ -1 U+1 xﬁf"'ﬁ AA \1.,1
o2 et v (22) 0+ 1110
0oLl -4 :54“0100 l
e fo T —_—
W 870, 0 =7 11001
'.,'L fx’ P - . J
- Y,

o - 7 Ay
Y, -\.“ l'? .
:'Eh:‘il.!—‘ll".?#‘\a 1
L T o - .
:x'f - | % [ ._

Carry-biten kan ignoreras!
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Overflow

(+3)
+ (+5)

- TS +'|é ;a' 0 _______; ~ 6
e ) (-6)
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Overflow — teckenbiten stammer inte
overens med ingaende tal...

1

101
101

~ ] o gl

010




Overflow 2

Overflow — teckenbiten stammer inte
CP_ overens med ingaende tal...
ignorera
<8/ gv\ 1 11
PO (-5) 11
K _1 0+‘in\ ﬂx_""
fL g T
Loy 7 w0y (<5)  + (1011
0oLl -4 :54 0100 w
—\.5 [ +6
! \" P 63\ 0 /
"‘-ﬁj?*”’@\ﬁ?-ﬁ +1::\ GJO? / ( ) 1 0110

e ﬁ T T -. e -"II
O f{a‘ [N llll (= ;{j ’ 1
/'S 1al 3N
"f -~ g Ve

Carry-biten kan ignoreras!
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Subtraktion (BV: sida 265)

”Lana” ett

/Q’z \2) ‘g?ﬁ;“k (+5) 0101

yi -""--.___‘H/__/" -1 +1 (f,f' A I‘\"'\
POy sz 2000 ) - (+2) - 0010
ooLy -4 S 0100 w
oo e (+3) 29707
S S e T
elsla\
S e\ 7o

Hur goér man subtraktionen pa ett enkelt satt?
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Subtraktion (BV: sida 265)

|
lignorera

A= \° S/ (+5) 0101 0101
. A [~ \
[fo 2 e o (+2) - 0010 mm) + 1110

0oLl -4 :54 D‘IDO w
B I “"N.-S f_,-" - ..,______f
e B, #8L0, ) (+3) 27277 10011
\ Qe T o, “i
\‘S:,:’igz‘f = H"-.. 2 “\,_V : :
(3817 Carry-biten kan ignoreras!

GOr en addition med 2-komplementet 1 stallet!
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Subtraktion (BV: sida 265)

@gnorera

18 /s) 111
&8 (5 1011 1011

."'II H“‘x_‘_‘ £ _ -H'“'i - \
/ Loy, F{é'l +1+2“‘«a f/{}.ﬁﬁ x

-~ (+2) - 0010 mm) + 1110

wile  How|
o P 8l (57) 2977 11001
\”’5” /8 \ f"/ Carry-biten kan ignoreras!
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Subtraktion (BV: sida 265)

7\ o -
N8 E
02588 45y 1011 0101

f'; “‘ ) '—.{_ﬂ;[m \Q/ﬂ” i
‘o 2 e S (22) - 1110 mm) + 0010
00oLL -4 :54 D‘IUOW
— “'-1_5 Fn — ]
W B 28lon, ) (+7) 2777 0111
AR
4 "‘?ﬂ f'; § \ = \/
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Subtraktion (BV: sida 265)

2|85, 1
0, 2888 (5) 1011 1011

r"f n ) :{_jrj \Qf"“f x‘-.
oy 2 e S (22) - 1110 mm) + 0010
COLL -4 :g- D‘IDOW
—\.5§ ] _
W P, #8l0n,7  (=3) 2?77 1101
\ ,f";;g«ﬁif;}‘ i"£-~“?z;a“a
/ E}% flill § \ > \/
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2-komplement sammanfattning

e Omrade: -2N-1 upp tiI1 2N-1-1

e Negation: Invertera varje bit (det boolska komplementet),
addera sedan 1.

e Expansion av bit-langd: L&gg till ytterligare bit positioner
till vanster om teckenbiten, med samma varde som
teckenbiten.

e Overflow-regeln: Om tva nummer med samma tecken
adderas, sa har det blivit overflow om resultatet har ett
motsatt tecken.

e Subtraherings-regeln: For att subtrahera B fran A, ta tva-
komplementet av B och addera till A.
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Alternativt satt att detektera
overflow (BV: sida 271)

_____:: 'illll 8 I."I 5.,.: O 1 1
/ \‘n\ {:"' 1'- 8 ! C? ,7(\ o 6I1 1
;.H‘fzzzn < Iil_lll"=?j-';fﬁﬁk?,a"-f“"\ (+ 7)
/o0y, P o + 0010
- -._____‘i__ f_f. +3."'x~ J____—--"'H' + (+ 2)
00LL |-4 :54 0100 l
——\_5 f —_
\v\ﬂ‘iﬂj\ﬁ-lﬁ +?+6 L DI"{}? ( 7) 1 OO 1
\ ’f,,;sp‘u y, ::"';.' lllla:;x Q;;a
/S 32N /
NG

Overflow eftersom c, och c, ar olikal!
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Alternativt satt att detektera
overflow (BV: sida 271)

%{[‘:‘1&!1@@@ (-7) 1001
/ Lo N o
[0 52 2 o0 + (+2) + 0010
00LL |-4 14 0100 l
T "i-5 ST _
W Doy 700 (=5 1011
~[8\C

Inte Overflow eftersom c, och c; ar lika!
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Alternativt satt att detektera
overflow (BV: sida 271)

1 c,=1 C5=1

lignorera \ /

: %{;E{iﬁé’f@h@ (+7) 0111

_{%Iﬂﬁg/z +1+E3:f@ﬂ + (_2) + 1110

0oLl -4 :54‘"0100 l

e “'-.,I\_S ;.-"“' — +

WOV 67 B+?’f;;30’ (+3) 1 0101

\(S:;’Z%S‘ XS, H-. %‘K‘\ V ; -

(/8= Carry-biten kan ignoreras!

Inte Overflow eftersom c, och c; ar lika!
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Alternativt satt att detektera
overflow (BV: sida 271)

| C4
lignorera

=1 ¢53=0
\ /
<\8/s/ 10
KNS ﬁ;x“\ (-7) 1001
2 e+ (=2) + 1110

0oLl |-4 +4/ 0100 w

T ﬂ.,t"'l.h"*h" y

4§ +5.I_.-' |
R Ty (+7) 1 0111
\ f:‘H---: 'a ;“
\Q\':;’ S = H‘-,I Ed “\‘_V ] ]
(381 =2 Carry-biten kan ignoreras!

Overflow eftersom c, och c, ar olikal
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Logik for att detektera -1
overflow XOR testar

?olikhet™

For 4-bit-tal
Overflow om c; och c, ar olika
Annars ar det inte overflow

Overflow = c¢,C,+C.c, =C,DcC,
FOr n-bit-tal

Overflow = c_, @c,
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En Snabbfraga ...

Talet +5 representeras med 0101 om vi anvander
4 bitar.

Vilket tal mostvarar -5 om vi anvander 8 bitars
tva-komplement representation?

a: 1111 1011
b: 1111 1010
c: 1000 0101
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Hardvara for aritmetik
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Halv-adderaren (Half adder) ;= #

ab

CS

00
01
10
11

00
01
01
10

1[a ol N\&

1@ b\ 0 1
+g:]@f_»b S ol ol o
" 3o
c=ab

a__>D_|_s

b — C

Dal
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Hel-adderaren ( Full adder ) ;=

abecy [CusS 1&5"&: o\ 00 01 11 10
000 [0 O s ut—

01 0
001 [0 1 sora1 TR Sh (1’0@0@
010 |0 1 RIX @O o D] o
011 |1 0
100 |0 1 s=a®@b®c,
101 10 a__ g
110 |1 0 Clion .. )D_‘—) s Cab
111 1 1 in 00 01 11 10

o1 — oooo

b er Dal N ao D
D_ | gﬁ;

cg=ab+ca+cb
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Summafunktionen?

Cin 00 01 11 10
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Summa = Udda paritet

Heladderarens summafunktion ar den ”udda”-paritetsfunktionen.
Detta &r XOR-funktionens naturliga utokning for fler variabler an
tva. Udda paritet ar nar antalet 1:or pa ingangarna ar ett udda tal.

a OXOR Udda paritet

b 1

o101 ad®b
1 1(1)0 o) > Udda

paritet

) Udda paritet

a
CN\ 00 01 11 10 a®Pb®c

Sl =) o— = o
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Carryfunktionen?

_._D_

D_

T_D—:D—

00 01 11 10

0

o ToY o

iaop.
1905

e Majoritetsfunktionen. Utgangen antar det som

ar flest 1/0 pa ingangarna.

M
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Hel-adderaren med tva
15 -adderare

Vi kan aven konstruera en hel-adderare mha tva halv-adderare
och en OR-grind

— S — d |
FA 1 ¢, — b _| HA S
n Cin — HA —) >— Cut

oo

Dekomposition innebér att man ser kretsen som sammansatt
av byggblock. Med hjélp av sadana kanda byggblock kan man
sedan bygga helt nya system Komposition.
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Hel-adderaren 12+ 1% =1

a-b

abcp, |[CktS C. ab
000 0 0 Cin L A A in 00 01 1 10
001 01 b_HA — > Cu ol ofof1Yo
010 0 1 1
011 |1 0 ¢ o o QN
100 01 N S
101 |10 @ e (@ ® b)-c;,

b - C+ 2
110 |1 0 — | E = ¢, Cu=@Ob)C,rab
111 11 1 = b

S=(a®b)®Cm Cn\_ 00 01 11 10

. NI
Man kan anvanda (a®b) ol 0 (D] o |
till bade s och ¢, ! cur=(ad@b)-cn+ab Olo D o

S=a®bc,
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Popular tatuering?

Tatueringar ar for evigt! Tyvarr ar detta inte den ”basta”
adderarkretsen, inte om man vill ha snabba datorer.
Spannande fortsattning om adderarkretsar foljer ...
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( Paritetsfunktionen — trevags
ljuskontroll )

Cin 00 01 11 10

ol o Udda paritet.

0| 0 0 _

X - oy
@0 [@)] 0 -
S=a®b®c,
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Trevags ljuskontroll - revisited

Brown/Vranesic: 2.8.1

Antag att vi beh6ver kunna coo- -
tanda/slacka vardagsrummet (I)*s\

fran tre olika stallen. Losningen E—(\)x/ﬂ f
ar paritetsfunktionen. 2

Paritetsfunktionen
Xy

udd
Xp—— 'tat — f
Xy parite
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XOR eller NAND?

Den tidigare I6sningen
baserades pa NAND-grindar.

XX x| f
0O 0 010
0 0 111
0O 1 0]1
0O 1 110
I 0 011
I 0 17160
I 1 07160
I 1 171

X3

Xy ——
Xy ——

Udda

paritet

2 oy

X1

sJejeje
.

0
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Xy X3

.I:

XOR-grindar blir mycket
effektivare an NAND grindar!

00 01 11 10

0

D] o

®

O

0 |

0




Enklare med XOR-grindar

Med XOR-grindar:
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( Paritetscheck )

Med paritetsfunktioner 1101 Data - orginal
kan man kontrollera om 0
data blivit stort eller ej. Py

. | Paritetsbit

Arni | . ]
Storning] o]1]lo/1]0] laggs till
Data som overfors har l

alltid j|admn paritet! _
: & ol1l11lo0] Paritetscheck

| . - kontrollerar
LARM! 7 Py om udda

En bit éndrgd! antal ”1:or”
Data har storts!
Data — ev fel

" 1/1]1]0
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Mer komposition

e Komposition kan aven anvandas for
att konstruera n-bit-adderare

e Man behdver n hel-adderare for att

konstruera en n-bit-adderare
( eller 2-n halvadderare )
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Ripple-Carry Adderare (RCA)

a|1 |:|’1 dg kl’o
< rt—Lote Cino
Ciu =1 FA FA
I I
Cutl CutO CinO

b, by

T a; ag

S So
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Ripple-Carry Adderare (RCA)

81 By a; by 8, by
Cutn-1 Cinn-1 Cin1 Cutg Cino
.é. FA .................................................................. FA FA
|Sn-1 | S1 | So
a b, a, b, A, area for en Fulladder
[ | t-, fordrdjning genom en Fulladder
- C; - . vem 0 .
N-bitADD | o Tidsfordréjning fran c;., till ¢ u4
— | blir hela n-tg,
S . Sy e Totala arean blir n-Ag,

William Sandgvist william@kth.se



Ripple-Carry Adderare (RCA)
C%‘OJ_O._)D_‘—) s0

in0 .
o

Dal
pi=
)

Critical path

p—

._

b1 .0 )D_‘—)D_sl
\‘o'_}

5
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Ripple effect = efterdyningar

(1] Tube)

Marble adding machine

Matthiaswandel

_ Carry méste rippla”
Igenom hela adderaren!
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Heladderarens Carry-funktion

AND-OR NAND-NAND
AND or= 20 MOS

AND OR™ 5TNAND

Tnano-nanp= 3TnanD
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XOR med NAND

a-(a-b)+b-(a-h) =
L l =a-(a+b)+b-(a+b)=
a-b

—ab+ab=a®b

| gl o

Area: Ayor=16 MOS
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Kan vi konstruera en snabbare
adderare?

e FOrdrojningen i en ripple-
adderare vaxer proportionellt
med antalet bitar

e FOr 32 bitar kan fordrojningen
blir mycket stor
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generate- och propagate- funktionerna

Carry-kedjan kan beskrivas med tva funktioner:

e Generate g; (carry-outc,,, =1 ifall g;=1)

g = XY,
e Propagate p;
(carry-outc;,, =1 ifallc,=1 och@eller y; = D)

=%+

Cizt = Ui + PiC;
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Carry-look-ahead funktion

e Carry-bit c, J = X,V.
C; =G+ PoCo
° Carry-bit C Propagate funktionen
1 fran "foregaende” bitar
— kan genereras parallellt
C2 T gl + 01C1

— gl T Dl(gO T pOCO) pi - Xi " yi

=0, + P9y + PLPCy

Bara tva logiknivaer behovs ...
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Carry-kedjan i ripple-

adderaren
=
? Fungerar XOR-grinden
>$&D1X0Ristéllet ' I anvands aven till
ﬁD = summabiten.
C,
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Snabbare implementering av
Carry-kedjan

Distributiva lagen:

(a+b)c = ac+bc

I

D % 1

) "L+D1§\

p
) > ) L
9 )/
C1=001PoCo o e )
Tva-nivaers nat
C, =[917P1901P1PCo
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(n=8) och tva logiknivaer

C1=0o1PoCo

C,=017P190TP1PxCo

Cg=0;1TP;0sT
* P7PePs
* P7PePs

07
D4

04

Snabbt, men otympligt med
sa manga ingangar!

William Sandgvist william@kth.se

Ooops!
06051P7P6P5941P7PePsP10sT —
03057 P7PePsP4P3P29:1 + E}
D3P2P1 90 P7PsPsP4P3P2P1PCo |



Carry-lookahead adderaren
(CLA) b

an—l bn—1 a0 b0

a
o CLA Fino

g Bpay Anvands & 0j Anvands 0
T [ e)! ej!
Cutn-l Cinn-l X Cinl >< CinO
J. FA ........................................... L FA 9 FA
7 7
|Sn-1 o | S1 el | So

Only XOR-tree needed

Cis1= OitPiCi Gi=ab; pi=a® Db
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Cso

Hierarkisk expansion (BV sid 277)

X31 24 Y31 24 X23 16 Y23 16 X15 8 Y15 8

##
< <

X?-O Y7-0

Block
0

G3P3 S3104 G,P3S2316 G P1S5
16 8

GO I:)0 S?—O

\co

—
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First level lookahead

Second level lookahead



Hierarkisk expansion
Andra nivans Carry-bitar
Ci6= G +P1G+P1PoCy }
C4= Gy+P,G+P,P Gy +P,P,PyC,

Cg= GytPyCy
Csp = G3+P3G,+P3P,G +P5P, P, Gy P3P,P Py Cy

etc.

Fler grindsteg 1 foljd, men grindar
med farre ingangar kan anvandas.
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Carry-Select-Adder (CSA)

ldé

e Man delar upp en adderare i tva steg med
samma antal bitar
e FOr att snabba upp processen sa raknar man ut

resultatet av det andra steget i forvag for tva fall
Carry-in=0
Carry-in=1

e Nar berakningen av carry-biten ar klar for det
forsta steget, sa valjer man resultatet av det andra
steget beroende pa carry-bitens varde!
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8-bit Carry-SeIect-Adder

b
l aL7:4] l :*] b[3:0]
1 0

A
Cg-nigh| Add Add Add

ux C
MC|8 \ \ b /L 4s[7:4] s[3:0]
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Jamforelse

e Ripple-Carry Adder
T(n)= n*2.5*T anpr A= N*12.5T anpt Txor
T(4)= 14T\ anp A(4) = 50 Ayano

e Carry-Lookahead Adder (4bits)
T(4)= ~8Tyanps Al4)=43A\ a3 4% Anann= ~60A\AND

e Carry-Select Adder (8 bits)
T(8)=~(8+4)Tyanps A(8)=~(120+20)A\anp
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Vilken ar den basta adderaren?

Det finns inget entydigt svar!

e Ripple-adderaren tar minst plats men ar langsam

e Carry-lookahead-adderaren tar mycket plats men
ar snabb

e Carry-select-adderaren ar en kompromiss

Man maste gora en trade-off mellan
area och speed
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Subtraktion

Subtraktion kan goras genom addition med
tva komplementet
Invertera alla bitar av den andra operanden
Addera 1
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Add/sub-enheten

Add/Sub = 0: Addition

Add/Sub = 1: Subtraktion H \l ~_L

Xn-1 X1 Xo

! | A |

Yn-1 Y1 Yo

Add/Sub

X

A4 /L
Lo

S1
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Arithmetic Logic Unit (ALU)

f
Funktionsvaljare -{: f?

A

A/L

I_l

X y
| |
y Vv
h — ALU /—c¢,
AIL

Processorer

‘_‘I\/I

UX

brukar alltid ha
en ALU, Inte
bara en adderare.
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Komparator

Komparatorn implementeras som

subtraktionskrets
Y IY 1Y Y
LT L L
? ? ?
vV N Z

(overflow) (negative) (zero)
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Komparator

Komparatorn implementeras som

subtraktionskrets
Y 1Y 1Y Y

v N Z
{overflow) (negative) (zero)
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Sammanfattning

Addition och subtraktion av heltal
e Tva-komplementet
e Subtraktion av ett tal implementeras som
addition med dess tva-komplement
Trade-Off: Area mot Speed
Olika Adder-strukturer
e Ripple-Carry Adder (RCA)
e Carry-Lookahead Adder (CLA)
e Carry-Select Adder (CSA)
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