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1. (a) (i) Overforingsfunktionen ges av

G(s)U(s) = Go(s)U(s) + Gu(s)(U(s) + Go(s)U(s))
= [GO(S) + Gl(S) + Go(S)Gl(S)]U(S)

1 2 2 3
Alltsa G(s) = = .
WO = T s T G ats)  s+4a
(ii) Poli s = —4 och inga nollstallen. Eftersom inga poler eller nollstéllen finns

i komplexa hogra halvplanet sa ar systemet minimumfas.

(iii) Systemet &r asymptotiskt stabilt och dess transient doér ut da u(t) = sin(t)
appliceras. Den stationéra 16sningen ges av

y(t) = |G(7)] sin(t + arg G(1)) = sin(t — arg(i +4))

li + 4|

3
= ——sin(t — arctan(1/4)) ~ 0.728 sin(t — 0.245).
Vit ( (1/4)) ( )

(b) Forst hittar vi det stationéra tillstandet som uppfyller

varur vi far xy = 2 och yg = 4. Jacobianerna kan nu berdknas som

A = fo(wo,up) = —3z5 = —12 B = fu(xg,up) =1
C = hm(l'o,lbo) = QI'O =4 D= hu(ZL'Q,UQ) = 0.

Det linjariserade systemet &r alltsa

%A:p = —12Az + Au

Ay = 4Az,

diar Az = x — 2, Au = u — 8 och Ay = y — 4. Systemet ar stabilt eftersom
A=-12<0.



2. (a) Vianvénder tillstanden
(£
r=1\{ . |.
z

o = —(b/m)xs + (1/m)u,

Dynamiken (1) kan da skrivas

och tillstandsmodellen blir # = Ax + Bu dar

A=) 2= ()

(b) Kontrollera om modellen &r styrbar genom att bilda styrbarhetsmatrisen S =

(B AB). Vi far
(0 1/m
5= (1/m —b/m2>
det(S) = —1/m* #0 .

Alltsa dr modellen styrbar.
Tillstandsaterkopplingen ges av u = —Lx + lor, dédr L = (l1 lg) och

A= BL= (_z?/m —(b +1l2)/m) ’

S —1

det(s] — A+ BL) = det (1051 s +10(0.05 + 1)

) =5+ (0.5 4+ 10ly)s + 10l = 0 .

For att slutna systemets poler ska hamna i (—2,—3) ska det karakteristiska
polynomet anta formen s? + 5s + 6 = 0. Genom att jimfora koefficienter far vi
ll = 0.6 och lg = 0.45.

Slutna systemets 6verforingsfunktion fran r till z; ar

100,

Zl(S) = (1 0)(8[ — A + BL)ilBloR(S) = m

R(s).

For att fa rétt statisk forstarkning Z;(0)/R(0) = 1 valjer vi [y = 0.6.

(c) Vi véljer lampligen en métsignal /utsignal som gor modellen observerbar ef-
tersom vi da kan skatta alla tillstand godtyckligt snabbt.

Med en hastighetsmétare har vi utsignalen y = Cx = (O 1) x. Observerbar-

hetsmatrisen blir da
C 0 1
0=(¢4) = (0 —sjm)



Systemet &ér da icke-observerbart eftersom det(O) = 0.

Med en GPS som ger en absolut positionsmétning har vi utsignalen y = Cx =
(1 O) x. Observerbarhetsmatrisen blir da

o-(5)-( )

Systemet dr da observerbart eftersom det(O) =1 # 0.

Alltsa bor vi rekommendera konstruktoren att vélja positionsméatningen.

Vi har valt positionsmétningen och alltsa C = (1 O). En observator ar pa

formen .
t=At+ Bu+ K(y—Cz) = (A— KC)& + Bu+ Ky.

Eftersom observatéren ska anvindas till att implementera styrlagen ovan gor vi
egenviardena nagot snabbare &n —2 och —3, t.ex. —4 och —5, och da ggller

det(s] — A+ KC) = (s +4)(s+5) = s>+ 95 + 20 = 0.
Eftersom K = (kl kg)T har vi

S+k31 —1

det(s[—A—l—KC):det( ky 5405

) =8>+ (0.5+k1)s + 0.5k + ky =0,

vilket ger k; = 8.5 och ky = 15.75.

Nyquistkurvan aterges i figur 1. Ungefarliga skdrningspunkter med axlarna ges
av koordinaterna (realdel, imaginérdel): fas=0°: (10, 0), fas=—90°: (0, —9.5), fas
= —180°: (—3.4,0), och fas=—270°: (0, 0).

Nyquistkurvan for F(s)G(s) &r lika med nyquistkurvan for G(s) multiplicerat
med 0.2. Denna kurva omsluter inte punkten —1 (skdrningspunkt med negativa
reella axeln vid & 0.2-(—3.4) = —0.68) och eftersom G(s) &r asymptotiskt stabilt
ar det aterkopplade systemet asymptotiskt stabilt enligt nyquistkriteriet.

Eftersom arg G(i2) ~ —210° behéver vi minst addera 75° for att fa fasmarginal
pa 45°. Eftersom den fasretarderande ldnken vi lagger till senare sédnker fasen
med som mest 6° viljer vi att kompensera for detta ocksa. Totalt vill vi alltsa
ha en fasavancering pa 81°. Vi véljer att dela upp detta pa tva fasavancerande
lankar som avancerar c:a 40.5° var. Detta ger § = 0.21. Motsvarande 7p blir
7p = 1/(2¢/0.21) =~ 1.09. Den totala fasavancerande ldnken blir

(TDS + 1)2

Flead(s) = Km-

Vid skérfrekvensen ska gélla

| Floaa(i2)]|G(i2)] = %1.25 1



Nyquist Diagram
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Figur 1: Nyquistkurva for G(s) till uppgift 3.

varur vi ser att K = 0.168.
Sist lagger vi till en fasretarderande léank
T1s +1

Eag(s) - T8 + "7

For att inte séinka fasen vid skérfrekvensen med mer &n 6° sa véljer vi 77 =
10/2 = 5. For att védlja v sa studerar vi statiska reglerfelet med hjilp av
slutvérdesteoremet som &r applicerbart eftersom det aterkopplade systemet &r
stabilt enligt ovan,

1 1 1
= lim e(¢) = li —=————=01
e = i elt) = s S Foa(s)G(s) s~ 1+ 10K/
varur vi far att v = 10K/9 ~ 0.187.
Vi berdknar start- och slutpunkter pa rotorterna:
I. Startpunkter: —1,—1,—1 Slutpunkter: — 0.5, 0o, 00
I1. Startpunkter: —1,—1,—-0.5 Slutpunkter: oo, 0o, 0o
III. Startpunkter: —1,—1,—0.5 Slutpunkter: 1, 00, oo
IV. Startpunkter: —1,—1,—-0.5 Slutpunkter: 1,1, 00
V. Startpunkter: — 1, —1/v241i/v/2 Slutpunkter: oo, 0o, 0o

Vi kan nu para ihop med rotorterna i figuren och far att B < I, F < 11,
Cslll,As IV och E< V.



d.

(b)

(a)

Om vi aterkopplar KG(s) i Fall I1I negativt far det slutna systemet 6verféringsfunktionen

_ KG(s) 2K(s—1)
1+ KG(s)  (s+1)2(s/0.5+1)+2K(s—1)

G.(s)

Det slutna systemet ar instabilt da den karakteristiska ekvationen
(s+1)%(s/0.54+1)+2K(s — 1) =2s* + 55 + (4+2K)s+1—-2K =0 (1)

har minst en rot i hogra komplexa halvplanet. Fran rotort C ser vi att det
aterkopplade systemet &dr asymptotiskt stabilt for sma K men att en rot till (1)
kommer att korsa imagindra axeln for nagot K > 0 i punkten s = 0. Vi kan
hitta detta virde pa K genom att soka losningar till (1) déar s = 0. Vi far att
detta K ges av

1-2K=0& K =1/2.

Alltsa ar aterkopplade systemet instabilt precis da K > 1/2.

Om vi aterkopplar KG(s) i Fall V negativt far det slutna systemet éverforingsfunktionen

Gu(s) = KG(s) K
WTIVKGE) 5+ +vVast )+ K

Det slutna systemet oscillerar da den karakteristiska ekvationen
s+ D+ V2 + 1)+ K =5 +1+V2)s>+ (1 +V2)s+ 14+ K =0

har rotter pa den imaginéra axeln. Vi kan hitta dessa rotter genom att finna de
K > 0 som motsvarar losningar pa formen s = iw, dér w &r reellt. Vi far

—(1+V2)w?+1+ K +i[—w® + (1 +V2)w] = 0.

Vi soker nu K och w dér bade imaginér- och realdelen &r noll.

Imaginirdelen #r noll da antingen w = 0 eller w = /1 + /2.

Om vi ansétter att w = 0 sa &r realdelen noll da K = —1. Men eftersom K > 0
sa dr detta ingen giltig 16sning.

Om vi istillet ansitter att w = +1/1 + V2 sa ér realdelen noll da K = (1+
V2)?2 — 1 = 2(1 + /2). Detta #r en giltig 16sning pa imaginira axeln eftersom
K > 0.

Alltsa oscillerar det aterkopplade systemet med frekvensen v/1+ 2 ~ 1.55
precis da K = 2(1 ++/2) ~ 4.83 .

Vi har att 21(t) = y(t) = z1(¢). Alltsa géller T1(¢) = z1(t) — 21(¢) = 0 for alla t.



Vi har att

To=2+20=—22— (24 a)y — 3u+2(a — 1)z + 225 + 2u
=2+ (2—a) vy —3u+2(a—1)zy+ 229+ 2u
~—~
=1

= —2%9 + 2x9 + ax; — u.
Vidare har vi att

To =g — g = —2(1g — &) = —2F, F(0) =1

= .i'g(t) = 6721‘/.

(b) Vi kan hér applicera separationsprincipen eftersom skattningsfelen gar mot noll
oberoende av insignalen u(t) (skattningsfelet &r ej styrbart). For att berdkna
den efterfragade 6verforingsfunktionen kan vi alltsa anta att

u = —lll'l — lzl'z —Tr
och applicera pa systemet. Slutna systemets dynamik ges da av
ZL‘l(t) . a—l—l1 1 —lg l’l(t) —1
() = (o™ 1) () + ()
—3a+1 =2

-t )+ ()

a—1 a—1

y(t) = (1 0) ().

Overforingsfunktionen ges nu av

s _ —3atl 2 -1 1
Gu(s) = (1 o)( " 83@) (1)

a—1

1 _ atl -2 . _ 1
B Y CES = S T A R
82—|—28—|—1 — S_ﬁ 1 82—|—28—|—1

(¢) Regulatorn ges av

)

)

) = 2(1) +2y(1)

) = —Lid(t) — bods(t) — (1)

= —hy(t) = L(=(1) + 2y(1)) — 7(?)



vilket ger regulatordynamiken
2(t) = (=2 +3l)2(t) + (=2 — a + 3y + 6l2)y(t) + 3r(¢).
Regulatorn &r alltsa asymptotiskt stabil da

a—+1

—24+3l,=-2+3 1<O<:>—5<a<1.

a —

(I sjélva verket kan man visa att ingen regulator som ar asymptotiskt stabil kan
stabilisera det giva systemet da a > 1.)



