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SF1626 Flervariabelanalys
Losningsforslag till tentamen 2014-10-30

DEL A

1. Funktionerna f och g ges av

flz,y) =2 —y* och g(a,y) =y
for alla reella x och y.

(a) Skissera nivakurvorna till funktionerna f och g. 2p)
(b) Visa att nivakurvorna till f och ¢ alltid skdr varandra under rit vinkel utom i origo.
2p)
Losningsforslag.

(a) Bada funktionerna ger hyperbler som nivakurvor. I det forsta fallet far vi 22 — 3% = ¢
och i det andra fallet far vi zy = c. Efter en rotation av planet med en vinkel 7/4
overgar den ena av dessa i den andra och tviartom. For ¢ = 0 far vi nivakurvor som
bestar av tva linjer genom origo som é&r vinkelrdta mot varandra. I det forsta fallet ar
dessa linjer y = £z och i det andra fallet x = 0 och y = 0, dvs koordinataxlarna.

N\ |

(b) Att nivakurvorna skir varandra under rit vinkel kan vi se genom att betrakta deras
normalvektorer, som ges av gradienterna

grad f = (2z,—2y) och gradg = (y,z).
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Dessa ir vinkelrdta mot varandra eftersom skaldrprodukten dr (2z, —2y) - (y,x) =
22y —2yx = 0. (I origo kan vi inte anvédnda gradienterna for att hitta en normalvektor
eftersom gradienterna ér noll. Dir ges nivakurvorna av 2 — y? = 0, dvs (z — y)(z +
y) = 0 respektive xy = 0. Detta dr tva par av linjer, men de &r orienterade med en
vinkel 7 /4 i forhéllande till varandra.)
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2. Funktionen f ges av
f(z,y,2) =sin(z — y) + sin(y — 2) + sin(z — z).
for (z,y,z) 1 R3.
(a) Bestdm Taylorpolynomet av forsta ordningen for f i ndrheten av punkten (0, 7w/2, 7/3).
2p)
(b) Bestdm alla stationdra punkter till f i omradet dir 0 < x,y, z < . 2p)

Losningsforslag.
(a) Taylorpolynomet av forsta ordningen ges av en konstantterm och den linjédr term.
Konstanttermen ges av funktionens virde i den aktuella punkten vilket i detta fall ger

v T . T . m m . ™
£(0.5:5) =sin(0-3) +sin(5-3) +sin (5 -0)

(-5 e (5) e (5) =1+ -
=sin | —5 sin { sin {3 ) = 5 5 = 3
Den linjdra termen ges av
0 0 0
a—i(iﬁo, Yo 20)(z — o) + a—£($0>y07 20)(Y — Yo) + a—f(ﬂﬁo,yo, 20)(z — 20)

och vi beridknar derivitorna som

3 (055)mom(0=5) e G0) -0y

L 05:9) = om§ - Do 50 = -on (3o

Vi far darmed Taylorpolynomet

V3—-1 1 3 ™ 1-+/3 ™
R0+ E D)
2 2 2 2 2 3
(b) De stationédra punkterna ges av att alla tre partiella derivator dr noll, dvs till 16sningen

av ekvationssystemet

P(x,y,z) =

cos(r —y) — cos(z—x) =
—cos(r—y) + cos(y—z) =
—cos(y—z) + cos(z—=x) =

o o O

I det aktuella omradet har vi att alla skillnader x — y,y — 2z, z — x ligger i intervallet
(—m, ) och det finns tva mojligheter for varje ekvation, men av symmetriskil racker

det att betrakta fallen da

T—Y=yY—2=2—2= och T—Y=yY—2=T— 2.

3
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I bada fallen far vi x = y = 2z = t. De stationidra punkterna ges dirmed av linjen
rT=y=2z=1.

Svar.
(a) Taylorpolynomet ér

V3—-1 1 3 ™  1-+3 ™
]
(wy2) == et 5 W-3) 5 *73
(b) De stationidra punkterna for f ges av linjen (z,y,z) = ¢ - (1,1,1), dédr ¢ &r en reell
parameter.
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3. For att berdkna arbetet som ett vektorfilt F' utfor anvédnds kurvintegralen f7 F - dr.
(a) Beriikna kurvintegralen di F(x,y) = (—y,z) och v ges av r(t) = (¢,t%), dér ¢ gér

fran —2 till 2. 2p)

(b) Ge ett exempel pa ett vektorfilt F sadanat att kursvintegralens virde blir 2 nir kurvan

~ ges av enhetcirkeln som genoml&ps ett varv moturs. 2p)
Losningsforslag.

(a) Vi far dr = (1, 2t) dt och ddrmed blir kurvintegralen

/F(t)-dr—/22(—252,15)~(1,2t)dt—/22—t2+2t2dt
- R
S 13l, 3 3

(b) Vi har hir dr = (—sint, cost) dt och eftersom fo% % dt = 2 kan vi vilja vektorfiltet
sd att F(cost,sint) - (—sint,cost) = L. Ett exempel pa ett sadant &r
y T
F(l’, y) = <__a _)
Ly
eftersom vi far

F(cost,sint) - (—sint, cost)

.2 2
= l(— sint,cost) - (—sint,cost) = st rcost 1
T T T
pa grund av trigonometriska ettan.
Vi kan ocksa vilja ett godtyckligt vektorfilt som inte ger kurvintegralens vérde noll
och sedan skala om filtet sa att virdet blir 2. Eftersom vi alltid far noll for ett konser-

vativt falt far vi vilja F = (P, Q) sé att
0Q 0P

or Oy

vilket héinder tillexempel om F(z, y) = (0, z). Integralens vérde blir da enligt Green’s
sats [, 1 dedy = 7 och vi kan skala om filtet med en faktor 2/7 for att fa virdet 2
istéllet for 7.

Svar. 06
Y
(b) F(z,y) = (—% %)
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DEL B

4. Bestdm storsta och minsta virde for funktionen f(x,y, z) = zy + yz + zx i det kompakta
omradet som ges av olikheten 2% + y? + 2% < 1. 4 p)

Losningsforslag. Eftersom omradet dr slutet och begrinsat finns sdkert ett storsta och ett
minsta virde for den kontinuerliga funktionen f(z,y) = xy + yz + zx. Eftersom randen
4r en sluten C'-yta ska vi undersoka inre stationiira punkter och sedan randpunkter med
hjilp av Lagranges metod.

Gradienten for f(x,y, z) ges av grad f(z,y, 2) = (y+ 2z, x+ 2z, x+y) och det finns bara
en stationdr punkt som ges avx = y = z = 0. (Gausselimination ger en unik 16sning.)
Denna punkt ligger i det inre av omradet och vérdet for funktionen &r £(0,0,0) = 0.

Lagranges metod gar ut pa att se nir gradienten till funktionen &r parallell med gradien-
ten till bivillkoret. Vi skriver bivillkoret som g(z,y, z) = 0 dér g(x,y, z) = 2> +y*>+22—1
och far gradienten grad g(z,y) = (2z, 2y, 22).

Vi kan se nir gradienterna dr parallella genom att infora multiplikatorn A och far ekva-

tionssystemet
y + z = 2)\x
z + x = 2\y
r + Yy = 2z

Summan av ekvationerna ger 2(x + y + 2) = 2\ (z + y + z), vilket ger A = 1 eller
x4+ y+ z = 0.1 det forsta fallet far vi x = y = z efter Gausselimination och i det
senare far vi —x = 2\x och —y = 2\y vilket ger A\ = —1/2ellerxz = y = z = 0.
Det senare stimmer inte med bivillkoret 2% + 3? + 22 = 1. Ndr z + y + 2 = 0 har vi
g(x,y,2) = vy +yz + 20 = 2y — (y + x)? = —2* — 2y — y? medan bivillkoret siiger
2+ y*+(z+y)? = 1,dvs 2(2? +xy+y?) = 1. Alltsé far vi didr virdet g(x,y, 2) = —1/2.
I fallet A1 fick vi z = y = 2 vilket med bivillkoret ger x = y = z = £1/+/3. Virdet blir
dir 3/(v/3)? = 1.

Slutligen jamfor vi de tre kandidaterna till storsta och minsta varden for funktionen och
finner att —1/2 dr det minsta virdet och antas i skidrningspunkterna mellan sfiren och
planet 2 + y + z = 0. Det storsta virdet ir 1 och antas i punkterna (1/v/3,1/v/3,1/v/3)

och (—1/v/3,—1/v/3,—1/V/3).

Svar. Storsta vérdet dr 1 och minsta vérdet ar —1/2.
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5. Berikna integralen
// 22\/1 — 22 — y2 dady
D
dir D #r omradet som ges av olikheterna x > 0 och 22 + y% < 1. 4 p)

Losningsforslag. Vi kan anvinda poléra koordinater och far da att omradet ges av olikhe-
terna0 < r < 1och —7/2 < 0 < 7/2. Vi far en areaforidndring genom variabelbytet som
ges av dxdy = r drdf. Darmed kan vi berikna integralen som

1
// /1 — 22— y?dady = / rcosfv1 —r2rdrdf
D 0
w/2 1 0 1
= / cos29d8/ V1 —r2dr = [sine]ifm/ —5(1 —t)Vtdt
2 0 1

/2

—7/2

_71-/
1 1
ZZE/ Vi—t32dt = gt3/2_gt5/2 :2_221.
2 2/ 3 5 o S 5 15
dir vi anviint oss av variabelbytet t = 1 — 72 som ger dt = —2r dr.

Svar. // 221 — 22 —y?2 dady = -
. 15
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6. En kulle beskrivs av ytan

1
14 322 + 42
i ett ortonormalt koordinatsystem dar z-axeln pekar verktikalt uppat.
(a) Bestdm kullens brantaste lutning i punkten som svarar mot (z,y) = (a, b). 2p
(b) Bestam var kullen dr som brantast. 2p)

Losningsforslag.
(a) Kullens lutning ges av gradienten till funktionen f(z,y) = m. Beloppet av
gradienten ger den brantaste lutningen i en viss punkt. Vi beridknar gradienten som

rad f(z,y) = | — b — Sy
& Y= (14322 +492)2" (14322 +492)2)
och beloppet av detta blir
24/922 + 16y2
(1 + 322 + y2)?’

I punkten (a, b) blir dirmed den brantaste lutningen 2v/9a2 + 1602/ (1 + 3a® + 4b%)2.
(b) VI behover se var det finns stationira punkter for | grad f(z, y)|. Detta dr detsamma
som att se pa stationdra punkter for

Ofr\? /of\?
g<x7y):|gradf(x7y)’2: (a_i) _|_(a_.£)

Vi far gradienten for g(x, y) som

of Of ,0f 0°f ,0f f | ,0f a2f>

gradg(z, y) = (2% 822 ' "0y 0x0y’ " Oy dxdy oy Oy?

Vi kan berdkna andraderivatorna som

& _ 6 4 6x-12x — _6. 14322 4+4y%2—1222 —6- 1—9x244y?
0r?2 T (1+3z2+4y?)?2 (1432244y2)3 — (14322+4y2)3 (14322 +4y2)3>
02 f _ 6x-16y _ 96y
Oxdy — (143z2+4y2)3 — (14+3z2+4y2)3>
2f  _ _ 8 4 Sylby _ . BetraPo16y g 1+da?-12y2
oy T (143z2+44y?)? (14322 +4y2)3 (143z244y2)3 (14+3z244y2)3 "
Vi far
g 26f 92f _|_2 N 9. 362 (1—9x2+4y%)—8y-96zxy Qo . 3—2722—52y?
ox dox  9x? Ozdy (1+3a:2+4y )3 - © (1+3x2+4y2)3
dg 26f 9% f + 28f 2f _ o 64y(1+3z2—12y%)—62-96zy __ 128 1—622—12y>
Oy Oy Oxdy dy  oy? (14322 44y2)3 - Y- (14322 4+4y?)3
Vi ska nu se pa stationdra punkter till g, dvs 16sningar till dg = gz =0.

Omz = 0 farviatty = Oeller 129> = 1, dvs y = :l:l/\/ 2 och om y = 0 far vi
x = Oeller 2722 = 3,dvs = +1/3. Om bade = # 0 och y # 0 féar vi

2712 + 529 = 3
612 + 124> = 1
8
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som ger 3x? + 4y? = —1 om vi drar tre gdnger den andra ekvationen fran den forsta.
Alltsa finns inga reella 16sningar till detta. De enda stationdra punkterna till g(x, y) dr
dirmed (0, 0), (0, +£1/4/12), (1/3,0). I den forsta punkten ér grad f(0,0) = (0,0).
For de bada andra punkterna har vi

grad f(0,+1/v/12) = (o, M) — <o,¢ﬂ>

(140+3)? 4
och
grad f(£1/3,0) = ((1—?%6—/—30)270) = (IFg,())
Den storsta lutningen ér vid (0, 4-1/1/12) eftersom
&3 > g <~ g > g = 1> §
4 8 16 64 4

Svar.
(a) Den brantaste lutningen vid (a, b) dr 2¢/9a? + 1662 /(1 + 3a* + 40%)2.
(b) Kullen lutar som brantast vid (x,y) = (0, 41/+/12) dér lutningen ir 3v/3 /4.
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DEL C

7. Vektorfiltet F' verkar pa en partikel sa att den fardas i en spiralformad bana kring origo i
xy-planet med

r(t) = (Ae ™ coswt, Ae " sin wt)

under tiden ¢ dir 0 < ¢ < 5 och ¢ mits i sekunder, £k = 2s™', w = 3 radianer/s och
A = 3 m. Enligt Newtons andra lag ges kraften pa partikeln av F(t) = mr”(t), dér m ir
partikelns massa. Kraftfiltet kan da skrivas som

F(z,y) = m((k* — w?)z + 2kwy, (k* — w?)y — 2kwz)
for (z,y) i R%

(a) Ber#kna partikelns hastighet r/(t). (1p)
(b) Avgor om kraftfiltet dr konservativt. 1p)
(c) Berikna arbetet som utfors av kraftfiltet under partikelns rorelse. 2p)
Losningsforslag.
(a) Vi beriknar derivatan komponentvis
r'(t) = (—kAe ™ coswt — wAe F sinwt, —kAe ¥ sin wt + wAe ™ cos wt)

= (—Ae M(k coswt + wsinwt), Ae ™ (—k sin wt + w cos wt)).

(b) Ett kraftfilt F = (P, Q) ir konservativt om 22 = 3—1;. For det givna kraftfiltet har vi

or ~ 0O
OF
och 5
F
= omkw.
dy

Alltsa ar kraftfiltet inte konservativt om inte mkw = 0. I vart fall skulle det innebira
att m = 0, eftersom 2kw # 0.
(c) For att berdkna arbetet som filtet utfor pa partikeln behover vi berdkna f7 F -dr. Vi

har att dr = r/(t) dt och ddrmed

5s m 55 p
/ Fode = [ mx'(t)-x'(t)dt=— [ —x'(t) (1) d
K 05 2 Jos dt
_ dm / 2 o m , 9 , )
_Asﬁ2”®|ﬁ—gﬂﬂmﬂ Y (0s)).

Vi beriknad beloppet av r’(¢) som

7' (t)]? = A%e*M((k* cos® wt + 2kw cos wt sin wt + w? sin? wt
+k? sin® wt — 2kw sin wt cos wt + w? cos® wt)) = A*(k* + w?)e 2

dir vi har anvint trigonometriska ettan, dvs att sin® wt + cos? wt = 1. Didrmed ges

arbetet av
10
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'GP O mA R+ o
2 2 2
9-4+9 117
= (+m(e_20 —¢%) Nm/kg = —Tm(l — e %) Nm/kg.

Vi notererar att e~ dr forsumbar i jimforelse med 1, vilket gor att arbetet dr mycket

ndra —117/2m Nm/kg = 58,5m Nm/kg.

Svar.
(a) Partikelns hastighet ges av r'(t) = Ae " (—k cos wt—w sinwt), —k sin wt+w cos wt).
(b) Kraftfiltet dr bara konservativt om m = 0.
(c) Arbetet dr —58,5m(1 — e~*°) Nm/kg ~ —58,5m Nm/kg.

11
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8. Lat F(xz,y,z) vara ett vektorfdlt som dr definierat i hela R® och vars komponenter &r
kontinuerligt deriverbara till andra ordningen. Vi vill visa att flédet som ges av

//rotF-NdS
S

ddr S #r en godtycklig sfir i R? och N #r den utétriktade normalvektorn till denna sfir
alltid &r noll.

(a) Visa detta genom att anvinda Stoke’s sats. 2p)
(b) Visa samma sak genom att anvinda divergenssatsen. 2p
Losningsforslag.

(a) Med Stoke’s sats kan vi berikna flodet ut genom tva halvsfirer, H; och H,, genom
att integrera f,y F - dr utmed cirkeln v som skiljer halvsfirerna at. Eftersom normalen
ar utatriktad i bada fallen kommer orienteringen av de bada kurvintegralerna att vara
motsatta varandra och didrmed tar deras virden ut varandra nédr de summeras. Ddarmed
ar flodet ut genom sféaren noll.

//rotF'NdS: // rotF~NdS+// rot F - NdS
S H Hoy

:/F-d—f— F-dr= | F-d— [ F-dr=0.
m 72 ™ m
dér 1 och v, ér cirkeln -y, men orienterade at olika hall for vara positivt orienterade
som rand till H; respektive H.
Observera att det ricker att F dr kontinuerligt deriverbar for anvéiinda Stoke’s sats.
(b) Med hjélp av divergenssatsen ser vi att flodet ut ur sfaren genom att integrera diver-
gensen av rot F over klotet som innesluts i sfiaren. Eftersom F &r tva ganger kontinu-
erligt deriverbara kan vi berdkna flodet som

//rotF-NdS:/// divrot F dzdydz = 0
S K

o o (OFs OF OF OF, 0F, 0F
B oy 0z 0Oz ox ' Ox dy
0 [(0F; 8F2) 0 (8F1 8F3) 0 <8Fg 8F1>

eftersom

+ dy ox dy
_OPFy OPF,  O0PFy OPF3  OPF,  OPFy
~ Ozdy 920z * 0yoz B 0yox * 0201 020y

dir vi anvint att

62F1 B 82F1 82F2 B 82F2 82F3 B 62F3

oydz 020y’ 0xdz  0z0x’ 0xdy  Oyox’

i och med att F' &r kontinuerligt deriverbar tva ganger.

e \oy o2 ) Tay\a: o) o
0

12
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9. Arean av triangeln som ges av punkterna pa enhetscirkeln med horn i punkterna som i
poldra koordinater ges av [1, «], [1, 8] och [1,~] ges av

A= S(Isin(a— B)] + |sin(8 — )| + |sin(y — ).

Bestam den genomsnittliga arean av alla trianglar som har sina horn pa enhetscirkeln.
(4 p)

Losningsforslag. For att bestimma medelvirdet integrerar vi arean A(«, 3, ) dver omradet
for parametrarna, dvs kuben K som ges av 0 < «, 3,7 < 27, som har volym 873. Vi
skriver upp integralen

// | Adadfdy = % / / /K<lsin<a — B)| + |sin(8 — )| + |sin(y — a)|) dadfdy.

och ser att de tre termerna av symmetriskil har samma vérde. Det récker alltsa att berdkna
integralen av den forsta termen. Den beror inte pa v och ddarmed har vi

// . |sin(a — B)| dadBdy = 27 /0% /0% |sin(a — )| dad.

For att hantera beloppstecknet kan vi forst konstatera att integralen over omradet 0 <
a, 8 < 2w pa grund av periodiciteten hos sin x dr lika med integralen 6ver omradet 5 <
a < B +2moch0 < [ < 27 Detta omrade kan i sin tur delas in i tvda omraden beroende
paom a < [+ m. Av symmetriskil dr véirdet av integralerna over dessa tva delomraden
lika och vi beridknar den ena genom

/ " /ﬁ ™ sin(a — B)] dads / ” //3 " ina - 8) dads
.

2m
= / [— cos(a — B)]57™dB = / 2d3 = 4x.
0 0

Sammantaget far vi trippelintegralens virde till 3 - % -2 - 2 - 41 = 247% och den genom-
snittliga arean av en triangel med horn pa enhetscirkeln blir dirmed

2472 3

873 T

Svar. Den genomsnittliga arean for trianglar med horn pé enhetscirkeln dr — areaenheter.
T

13



