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SF1626 Flervariabelanalys
Losningsforslag till tentamen 2014-09-26

DEL A

1. Betrakta foljande tre omraden i planet:

Dy ={(z,y): |2* = | <4}, Dy ={(2,y): [z +y| = 2}, D3 ={(2,y): [42” + 3y°| < T}

(a) Avgor vilket eller vilka av omradena som &r dppna. (1p)
(b) Avgor vilket eller vilka av omradena som ar slutna. 1p)
(c) Ge ett exempel pa en funktion som dr kontinuerlig pa nagot av de tre omradena men
som varken har ett storsta eller ett minsta viarde i omradet. 1p)
(d) Ar det nigot av omradena som #r sidant att varje funktion som #r kontinuerlig i
omradet maste ha ett storsta och ett minsta véirde i omradet? (1p)
Losningsforslag.
(a) Det forsta omradet dr dppet, eftersom randpunkterna till omradet dr kurvorna z? —
y? = 4 och 22 — y? = —4 och inga punkter pa dessa kurvor tillhér omridet pa grund

av den strikta olikheten. Bada de andra omradena innehéller randpunkter, tex dr (1, 1)
en randpunkt i bade D, och Ds.

(b) D, ér inte slutet eftersom inga av randpunkterna tillhor omradet. Bade Dy och D3
ar slutna eftersom de innehaller sina randpunkter, som ir linjerna = + y = 2 och
x +y = —2 for D, och ellipsen 422 + 3y* = 7 for Ds.

(c) Eftersom D; dr 6ppet och obegrinsat kan vi hitta en funktion som dr kontinuerlig pa
D; men som gar mot £o0o nir vi ndrmar oss randen. En sadan funktion dr f(z,y) = x
som gar mot +o0o pa linjen (z,y) = (t, —t) som ligger helt i D;. Omradet D, ér
obegrinsat och dirmed kan vi hitta kontinuerliga funktioner som #r obegrinsade pa
D, exempelvis funktionen f(z,y) = x.

(d) Omradet Dj ar slutet och begrinsat och darmed finns enligt sats i boken alltid ett
storsta och ett minsta virde for en funktion som &r kontinuerlig pd omradet.
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Svar.
(a) D, ér oppet, men inte Dy och Ds.
(b) Dy och Dy ér slutna, men inte D.
(¢) f(z,y) = z dr kontinuerlig pa D; men saknar storsta och minsta virde.
(d) D3 har egenskapen att varje kontinuerlig funktion pa D3 maste ha ett storsta och ett
minsta virde 1 Ds.
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2. Den vektorvirda funktionen f definieras genom

f(z,y,2) = (x —y,(y— 2)% (2 — 1)%).

(a) Berikna funktionalmatrisen f’. 2p)
(b) Berikna funktionaldeterminanten %. 1p)
(c) Vilken slutsats kan man dra fran berdkningen i (b) nér det giller att anvianda f vid
substitution 1 trippelintegraler? (1p)
Losningsforslag.
® ofi 0fi Ofi
B By 02 1 -1 0
£ — % %_Jy? % = 0 2y —2z —2y+2z
ofs ofs ofs 2 — 22 0 —2x + 2z

ox oy 0z
(b) Vi kan beridkna determinanten av f’ exempelvis genom att genomfora radoperationer.

Vi far
1 -1 0 1 -1 0
det 0 2y —2z 2y+2z| =det |0 2y —22 —2y+2z
2 — 2z 0 —2x + 2z 0 2z -2z —2x+42z2
1 -1 0 1 -1 0
=Q2y—22)2x—2z)det [0 1 —-1]=02y—22)2x—22)det [0 1 —1]=0
0o 1 -1 0 0 0

dér vi i forsta steget lagt 2z — 2x ganger den forsta raden till den tredje och i det
sista steget dragit den andra fran den tredje. Determinanten dr noll i och med att den
reducerade matrisen har en nollrad. Didrmed &r funktionaldeterminanten noll.

(c) Eftersom funktionaldeterminanten, eller Jacobideterminanten, &r noll kan funktionen
inte anvindas for substitution i trippelintegraler. Den avbildar omraden alla omraden
i rummet pa omraden med volym noll.

Svar.
1 0 2 — 2z
(@f=[-1 2y-—2z 0
0 —2y+2z —2x+2z
af)
(b) d(z,y,z) 0

(c) Vikan inte anvinda f till variabelbyte i trippelintegraler eftersom funktionaldetermi-
nanten 4r noll.
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3. Betrakta omradet D som ges av kvadraten med horn i punkterna (0, 0), (1, 1), (2,0) och
(1,—1). For att berikna integralen I = [[, /2% —y? dxdy dr det limpligt att gora ett
variabelbyte sa att ©w = x + y och v = z — y. Utfor detta variabelbyte och beridkna
dirigenom integralens virde. 4p)

Losningsforslag. Vi kan forst berdkna Jacobideterminanten. Vi har
du  Ou

d(u,v) o Oy 1 1
=| 9 9= =1-(-1)—1-1=-2.
doy) |2 2= =Y
Darmer har vi att
d(z,y)  (du,v)\" 1
d(u,v)  \dz,y)) — 2

Vi behover finna integrationsgrinserna i de nya variablerna. Linjerna som begréinsar kvadra-
tenidry =z,y = —x,y = 2 — x,y = x — 2. I de nya variablerna blir det v = 0, u = 0,
u = 2 och v = 2. Alltsa kan vi berdkna var integral som

[l v [ [V

:%/02/02mdudv:%(/:ﬁdu) (/02\/561@).

Vi beriknar de bada enkelitegralerna som

2 2 2 2 9 2 44/2
/\/Edt:/ tl/th:{—t?’/Q} :—2\/5——-0:i.
0 0 3 ], 3 3 3

2
;L 42\ 16
2\ 3 ) 97

Svar. Integralens virde dr 16/9.

dudv

och vi far
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DEL B

4. Bestdm storsta och minsta virde for funktionen f(x,y) = 3xy i det kompakta omradet
som ges av olikheten 22 + zy + y* < 1. 4 p)

Losningsforslag. Eftersom omradet dr slutet och begrinsat finns sdkert ett storsta och ett
minsta virde for den kontinuerliga funktionen f(z,y) = 3zy. Eftersom randen &r en
sluten C!-kurva ska vi undersoka inre stationira punkter och sedan randpunkter med hjilp
av Lagranges metod.

Gradienten for f(z,y) ges av grad f(z,y) = (3y,3x) och det finns bara en stationir
punkt som ges av x = y = 0. Denna punkt ligger i det inre av omradet och vérdet for
funktionen #r f(0,0) = 0.

Lagranges metod gar ut pa att se nir gradienten till funktionen &r parallell med gradien-
ten till bivillkoret. Vi skriver bivillkoret som g(z,y) = 0 dir g(z,y) = 2*> + vy + 3> — 1
och far gradienten grad g(x,y) = (2x +y, x 4+ 2y). Vi kan se nir gradienterna dr parallella
genom att berikna determinanten

3y 2z +
det {3? v+ Qgﬂ =3y(z +2y) — 3x(2r +y) = 6(y” — 2%) = 6(y — 2)(y + 7).

Dirmed ér gradienterna parallella precis nir y = +z. Om x = y ger bivillkoret att 2> +
22+ 22 = 1,dvs ¢ = +1/v/3 och f(z,z) = 32> = 1. Om 2 = —y ger bivillkoret
2?2 — 2?2 + 22 =1,dvsz = £1 och f(z, —x) = —32% = —3.

Slutligen jamfor vi de tre kandidaterna till storsta och minsta vérden for funktionen och
finner att —3 &dr det minsta virdet och antas i punkterna (1, —1) och (—1, 1). Det storsta
virdet 4r 1 och antas i punkterna (1/v/3,1/v/3) och (=1/v/3, —1//3).

Svar. Storsta virdet ar f(1,—1) = f(—1,1) = —3 och minsta virdet ar f(1/+/3,1/v/3) =
P13, —1/V3) = 1.
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5. Berikna integralen
// V1+ 23 dedy
D

dir D #r omradet som ges av olikheterna 0 < 2 < 2och 0 <y < 2% 4p)

Losningsforslag. Vi kan berdkna integralen genom upprepad integration och vi behdver
vilja vilken variabel vi ska integrera med avseende pa forst. Vi stiller upp bada mojligheterna

J[ vy [ (/Wdy) [ </f\/Td> "

Den andra versionen &r svar i och med att vi inte kdnner nagon primitiv funktion till
V1 + z3. Daremot kan vi berdkna integralen genom den forsta versionen som

/02 (/Wdy) d:c:/: ([ymm "

:/02 (*VI+ 27~ 0) do = B-%(1+m3)g]z

2

25-((1+8)

[SI[oY)

(27— ==

Nl )

— (14_0)%) =

Svar. [[, V1 + a3 dedy = 2.
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6. Betrakta grafytan z = f(x,y) till funktionen f(z,y) = \/2 — 222 — y>.

(a) Vilket blir funktionens naturliga definitionsomrade? (1p)

(b) Bestidm ett uttryck for den normaliserade normalvektorn N lidngs grafen om vi antar

att N har en positiv z-komponent. 3p
Losningsforslag.

(a) Kvadratroten ér definierad for icke-negativa tal och darfor ges det naturliga defini-
tionsomradet av 2—2x%—1? > 0, dvs 222 +y? < 2. Detta ir en ellips med halvaxlarna

1 och v/2.

(b) Vi kan bilda funktionen g(x,y, z) = z — f(x,y) och funktionsgrafen #r da 16sningen
till g(x, y, z) = 0 och dess normalvektor ges av gradienten till g(z, y, z). Vi beriknar
gradienten som

[ of of |\ 1 1
gradg(a:,y,z) - (_%7_@71) - (41’ 9 2_2x2_y272y' 9 2—2[E2—y2’1> .

For att kunna normalisera denna behdver vi beridkna beloppet som ges av kvadratroten
ur denna vektor skaldrmultiplicerad med sig sjélv, dvs av

(22)? + 2 222 4+ 2
—_ 4 =
2 — 202 — 42 2 — 202 — 2
Nir vi delar normalvektorn med sin lingd far vi den normaliserade normalvektorn
2 2 — 212 — g2
N:( L v Py )

V2242 V212 +2° V222 +2

Svar.
(a) Funktionens definitionsomrade ges av ellipsskivan 222 + 3% < 2.

. .. V/2—2a2—y?
(b) Den normaliserade normalvektorn dr N = ( 2z 4 > Y ) om z-

V222427 V222427 V22242
komponenten ska vara positiv.
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DEL C

7. Avgor om den generaliserade integralen

2
X
// L+ )@ g2 W

ar konvergent eller divergent. (4 p)

Losningsforslag. Integranden ir positiv i hela R? och vi kan jimféra den med andra in-
tegrander som &r storre for att avgora konvergens. Vi har tva orsaker som kan orsaka
divergens, dels att omradet &dr obegrinsat, dels att integranden &r obegransad nira origo.

Vi har att

x? 1

<
(1+22)(22 + y2)32 = (22 + y2)3/
och vi kan integrera 6ver ett omrade D g mellan cirklarna med centrum i origo och radier
loch R, diar 1 < R. Vi far

2 1
dxdy < — dxd
//D I+ a2+ 232 y—//DR (@ + g2y Y

Integralen till hoger kan vi berdkna genom att infora poldra koordinater och vi far

1 27 R1
—dzdy = — rdrdf
[, aregmtatn= [ [ e
2m R 1% 1
:/ 1d(9/ —2d7":27r{——1 :27T<1——)§27r
0 1 T (N R

oberoende av R. Dirmed #r integralen konvergent 6ver omradet 2 + y? > 11 R
Vi ser sedan pa omradet som ges av enhetscirkeln. Dir har vi

x? x?

<
(14 22)(22 4+ y2)3/2 = (22 + y2)3/2

och vi far
x? x?
dxdy < — dxd
//c T+ a2+ 2P y—//c (@?+ g2

2 f12 02 2w 1
= [ [ s = [ cooas [ 1ar =l =
0 0 T 0 0

dér vi anvint oss av att
27 1 2T 1 2 1
/ cos29d9:—/ 00829+sin29d0:—/ 1d9:—[9]g”:7r.

Sammantaget far vi att integralen dr konvergent och dess virde dr mindre én 37.

Svar. Integralen dr konvergent.
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8. Betrakta kurvintegralen
ydr — x dy
v VTt Yy

ddr v dr den positivt orienterade slutna kurva som innesluter det omrade som i poldra
koordinater beskrivs av olikheterna 1 <r < 2och(0 <8 < 7

(a) Beridkna kurvintegralens virde genom parametrisering av kurvan . 2p)
(b) Berikna kurvintegralens virde genom anvdndning av Greens formel. 2p
Losningsforslag.

(a) Vi delar upp kurvan i fyra delar, tva cirkelbagar v, 3 med radie 1 respektive 2 och
tva linjestycken 5 och -, parallella med z-axeln respektive y-axeln.
Vi far v, som (z,y) = (sint,cost), 0 < ¢ < m/2 och

dr — zd /2 /2
/ e cost(cost)dt—sint(—sint)dt:/ 1dt:g.
71 0

Ve

Vidare ges v3 av (z,y) = (2cost, 2sint), 0 <t < 7/2 och

/ydx—xdy_ 7r/22sint(—28inz€)dt—2(:0:525(2(:ost)ahf_/”/2 5 gt —
w VEi+yr o Jo 2 0
For s har vi (x,y) = (¢,0), 1 <t < 2och
ydr — xdy /2
—_— = 0dt —t-0dt =0.
[m \/*/KQ"i_y2 0
och vy ger (z,y) = (0,2 —t),0 <t < 1 vilket ger
dr — rd /2
/w: (2—1)-0dt —0-(=1)dt = 0.
Ya \/332—|—y2 0
Sammantaget far vi

dr —xd
ydr—zdy 7w oo T

v IRy 2 2

(b) Greens formel séiger att

APW+Q@://D (g—f—g—]yg) dxdy
9
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I vart fall har vi P = —%~— och () = ———— vilket ger

oQ _op ! _x.(

or Jy V2 + 2

1 1 1
_?_y. —5.2y) -—3
A xe+y ( /x2+y2>

2 22 + o> 1

VAR () VEE

Dérmed kan vi berdkna kurvintergralen som

1 T2 o2 T 2 T T
— ———dzd :—/ /—-Td?“d@z——-/ ldr=—-——=(2-1)= ——,
//D\/xQ—I—yQ Y 0 1 T 2 N 2( ) 2

vilket stimmer med beridkningen ovan.

Svar. Kurvintegralens virde ar
yder—xdy 7

VT

for bada sitten att berdkna den.
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9. Undersok vilka vérden sin a + sin 8 + sin+y kan anta nér «, [ och « dr vinklarna i en
triangel. (4 p)

Losningsforslag. Vi betraktar funktionen f(z,y, z) = sinz + sin y + sin z med bivillkoren
x4+ y+ 2z = moch z,y,z > 0. Bivillkoren ger ett omrade som dr begrinsat, men inte
slutet. Det &r klart att 0 < f(z,y,2) < 3eftersom 0 < sinz < lom0 < z < 7, s
funktionen har en 6vre och en undre begriansning.

Vi soker forst stationédra punkter i det inre under bivillkoret g(z, y, 2) = x+y+z—m. Vi
har att grad f(x,y, z) = (cosz, cosy, cos z) och denna ir parallell med grad g(x,y, z) =
(1,1,1) bara om cosz = cosy = cosz, vilket ger x = y = z = 7/3 pa grund av
bivillkoret. I denna punkt har vi (%, %,%) =3 - \/75

Sedan betraktar vi randen till omradet i planet x + y + z = 7. Denna ges av x = 0,
y = 0, respektive z = 0. Av symmetri ridcker det att betrakta en av dessa, sig z = 0.
Dir har vi f(z,9,0) = f(z, 7 — x,0) = sinz + sin(r — ) + sin0 = 2sin z. Eftersom
0 <z < 7 antar 2sin x alla viarden mellan 0 och 2 pa randen.

Nir vi jamfor med vérdet i den stationdra punkten i det inre far vi 2 < 3Y3 eftersom

2
4 < %. Alltsé ér det storsta virdet funktionen antar 3v/3 /2.

Det aterstér att se att funktionen kan anta alla virden i intervallet 0 < ¢ < 3v/3 /2.
Det ridcker att visa att det gar att komma godtyckligt nédra 0. Vi ser pa f(¢,t, 7 — 2t) =
2sint 4 sin(2t) = 2sint(1 4 cost) < 4sint som kan bli godtyckligt néra noll for ¢ > 0.

Svar. sin « + sin 5 + sin vy kan anta alla virden i det halvoppna intervallet (0, 3v/3/ 2} .
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