oy

L,
FKTHE

VETENSKAP
3% OCH KONST &%

O

KTH Engineering Sciences

Teori- och rakneuppgifter

Version 2.2, December 7, 2014

1. Fel- och stérningsanalys

1.1 Viardet pa x dr uppmaétt till 0.956 med ett absolutfel pa hogst 0.0005. Ge en Gvre
griins for absolutfelet i y = exp(z) + 22. Motivera svaret.

1.2 Ekvationen log(z)—x/50 = 0 16stes med Newtons metod och avbrottskriteriet | log(x,,)—
7, /50| < 10719, Resultatet blev x,, = 282.1158987499664. Ge en ovre griins for ab-

solutfelet i =, (jamfort med den exakta roten). Motivera svaret.

1.3 Ett komplicerat problem med indata a, b och c loses och ger resultatet y. Indata
har felgrianserna a + 0.01, b + 0.02 och ¢ £ 0.005. Hur kan man med experimentell
storningsrikning skatta felet 1 y?

1.4 Ett ljus placeras 0.750 £ 0.001 meter fran en skéirm. En lins hélls mellan ljuset och
skdrmen. Man hittar tva punkter dér linsen ger en skarp bild av ljuset pa skidrmen.
Punkterna ligger 0.25 & 0.002 meter fran varandra.

Bestam linsens brannvidd f med felgrins E;.

Ledning: Linsformeln
1 1 1

f a + b’

relaterar brannvidden f med ljusets avstand a till linsen och skidrmens avstand b till
linsen, nar bilden ar fokuserad.

1.5 Konditionstalet for ett problem ligger pa 10000. Hur méanga korrekta siffror maste
indata ha for att 16sningen med sékerhet ska fa sex siffrors noggrannhet?

1.6 Ett ekvationssystem Ax = b har 16sts med dator. Vi vet att komponenterna i b ar
uppmiitta virden med osikerheter £1072. Férutom losningen x har foljande maxi-
mumnormer beriiknats: || = 12.5, ||A|| = 5, ||[A™Y| = 800, ||b]| = 125. Hiirled en

skattning av osédkerheten i I6sningen.

1.7 Berdkna konditionstalet fér en diagonalmatris med diagonalelementen 2/k, k= 1,2,...,20.
1.8 Berdkna konditionstalen for matriserna

1 3 2 0 1 2

-3 2)’ 1 —=5)’ 1 1)

2.1 Ekvationen z° = x4 1 har en rot mellan 1 och 2 och 16ses med intervallhalveringsme-
toden (bisection method). Beskriv metoden. Hur ménga intervallhalveringar behovs
for att bestimma roten med ett fel som &r mindre &n 10767

2. Olinjara ekvationer

5

1(7)
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2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

Ekvationen cos(z) — 22 = 0 har en rot nira 0.825. Formulera ekvationen som ett

fixpunktproblem och undersék om motsvarande fixpunktiteration kan konvergera mot
roten.

Vad krévs for att iterationen y,4+1 = g(yn), n =0,1,..., med yo given, skall konverg-
era mot en rot y* = g(y*)? Motivera svaret genom att betrakta felet e, := y, — y*
och taylorutveckla g(y) runt y*.

Vad menas med att fixpunktiteration har linjar konvergens? Beskriv i ord och formler.
Nar kan konvergensen bli béttre och sdmre?

Vad menas med att Newtons metod har kvadratisk konvergens? Beskriv i ord och
formler. Nér kan konvergensen bli sdmre?

Beskriv detaljerat Newtons metod for 16sning av ett ickelinjirt ekvationssystem.

Beskriv sekantmetoden for en skaldr ekvation. Hur ménga startvirden krdvs? Hur
ménga funktionsberakningar kréavs i varje iterationssteg? Ange en nackdel och en
fordel hos sekantmetoden i jamforelse med Newtons metod.

For en iterativ metod uppskattas felen e,, i iterationerna till
e1 = 0.11345, ey = 1.48995- 1072, e3 =2.48929-107%, e, =6.416252-1075.

Vilken konvergensordning motsvarar detta troligen?

3. Linjara ekvationssystem

2(7)

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

Hur definieras maxnormen av en matris? Berdkna maxnormen {or matriserna
2 0 1 1 -4 4 -2 —4 4
-2 =3 2], -3 3 -4, 0o -1 2
-2 -1 0 -2 -2 1 0o -3 2

Antag att A, B € R"*" och x,b € R". Vad &r berdkningskostnaden i termer av n for
att

(a) beridkna vektorn Ax

(b) losa Az = b om A dr en full matris,

(c) 16sa Az = b om A &r en trianguldr matris,

(d) 16sa Az = b om A &r en tridiagonal matris,

(e) berdkna matrisen AB (bade A och B fulla matriser),

(f) berdkna vektorn ABx (bade A och B fulla matriser),

Om ett ekvationssystem med fylld systemmatris och 17 obekanta tar 17 millisekunder
att 10sa, hur lang tid ungefar tar det att 16sa ett liknande system med 340 obekanta?

Om 16sningen (med en effektiv algoritm) av ett tridiagonalt system med 500 obekanta
tar 0.1 sek, hur lang tid tar en effektiv 16sning av ett tridiagonalt system med 10000
obekanta? Man kan undvika att lagra hela matrisen, hur mycket vinner man i la-
gringsutrymme i det stora systemet ovan?

Om 16sningen (med en effektiv algoritm) av ett trianguldrt system med 1000 obekanta
tar 1 sek, hur lang tid tar det att 16sa ett trianguldrt system med 5000 obekanta?

Vad menas med pivotering vid 16sning av linjara ekvationsystem? Varfor anviands
det?
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3.7

3.8

3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

Betrakta den iterativa metoden Px,.1 = Bz, + b for att 16sa ekvationssystemet
Ax = b (dér alltsa A = P—B). Vad krivs av P och B for att metoden ska konvergera
och inte ha alltfor hog berdkningskostand? Jacobis metod kan skrivas pa den hér
formen med ett speciellt val av P. Vilket?

Vad ar LU-faktoriseringen av en matris A? Antag att vi redan har A-matrisens LU-
faktorisering. Visa hur man d& loser Az = b. Vad blir berdkningskostnaden?

Hur kan man med hjélp av LU-faktorisering effektivisera problemet att l6sa Ax = by
for vildigt manga hogerled by (men hela tiden samma A)?

Ge ett tillriackligt villkor p4 matrisen A for att Jacobis och Gauss—Seidels (iterativa)
metoder ska konvergera nér man vill 16sa Ax = b.

Hérled berékningskostnaden i termer av n (dvs komplexiteten) for att LU-faktorisera
en full matris A € R™*".

Antag att A € R™ " &r en 6vertriangular matris. Harled berikningskostnaden i termer
av n (dvs komplexiteten) for att 16sa Az = b med bakatsubstitution.

Antag att A € R™™ 4r en tridiagonal matris. Hérled berdkningskostnaden i termer
av n (dvs komplexiteten) for att 16sa Az = b med en effektiv algoritm som tar hansyn
till matrisens gleshet.

Antag att A, B € R™™™ ar tva fulla matriser. Hérled berdkningskostnaden i termer
av n (dvs komplexiteten) for vanlig matris-matrismultiplikation, dvs for att berdkna
C = AB.

4. Egenvarden

4.1

4.2

Beskriv potensmetoden (power method) f6r egenvirdesberdkningar. Vilka egenvérden
kan man rdkna ut med denna metod?

Beskriv inversa potensmetoden (inverse power method) for egenvirdesberdkningar.
Vilka egenvirden kan man rdkna ut med denna metod?

5. Approximationsteori

0.1

5.2

5.3

5.4

9.5
0.6

Vi vill anvinda ett polynom for att interpolera vérdena yq,...,ys i z-koordinaterna
x1,...,24. Vilket gradtal kommer polynomet i allménhet ha? Visa att polynomets
koefficienter kan beréknas genom att 10sa ett linjart ekvationssystem.

Vi vill att polynomet p(z) ska interpolera virdena 1, 3, —1, 2 vid x = -3, =2, 1, 5.
Stall upp ett linjart ekvationssystem for koefficienterna till p(x) dér du specificerar
elementen i systemmatrisen och i hogerledet.

Varfér bér man undvika interpolation med polynom av hogt gradtal och ekvidistanta
interpolationspunkter? Vad ar béttre alternativ?

Vad ar noggrannhetsordningen for styckvis linjar interpolation? Det vill sdga, hur
beror (det punktvisa) felet pa avstandet h mellan noderna?

Vad é&r kubiska splines?

Bestam minstakvadratlosningen till ¢; — o = 2, ¢o = 2, ¢1 + ¢ = 12. Vad &r det som
minimeras? Vad menas med normalekvationerna?
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5.7

5.8

5.9

5.10

Minstakvadratanpassning till modellen y = a cos(z)+b cos(2z) gors till givna métdata
Y1y .-, Ys vid z-vardena —7/2, —m /4, 0, w/4, 7/2. Hur ser ekvationssystemet for de
obekanta a, b ut? Vad kallas dessa ekvationer?

Antag att f € C?([a,b]). Hirled foljande feluppskattning for linjér interpolation
Pin(2) av f iz =a,b,

1.5 "
o < Z
Jnax | f(2) = pun(@)] < gh gg[gfg]U @,

déar h = b — a. (Du far anvinda resultatet i Sats 3.4 i Sauer.) Hur ser motsvarande
feluppskattning ut for styckvis linjar interpolation i noderna x; = jh, j =0,...,n?
Vi soker det tredjegradspolynom p(x) som interpolerar f(x) = sin(z) i = 0 och
x = 7/2, och som aven har samma derivata som f i dessa punkter, f/(0) = p’(0) och
f!(w/2) = p'(7/2). Specificera det linjara ekvationsystem for koefficienterna i p(x)
som behover l6sas. (Denna typ av interpolation kallas Hermiteinterpolation.)

Givet foljande tabell 6ver tan(x) i intervallet [0, 1]:

T 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
tan(z) | 0 0.1003 0.2027 0.3093 0.4228 0.5463

T 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
tan(z) | 0.6841 0.8423 1.0296 1.2602 1.5574

(a) Berédkna tan(0.37) med hjilp av styckvis linjéar interpolation i tabellen.

(b) Uppskatta felet i det beriknade virdet i (a).

(c) Los ekvationen tan(x) = 1.3 med hjilp av styckvis linjér interpolation.

(d) Uppskatta felet i din 16sningen i (c).

(e) Itabellen har vi 10 delintervall. Hur manga delintervall behovs for att alla virden
beréknade med styckvis linjéar interpolation ska ha tva korrekta decimaler.

(Du kan bortse fran avrundningsfelen i denna fraga.)

6. Numerisk derivering och integration

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

Vad menas med noggrannhetsordningen fér en numerisk metod, t.ex. for att berdkna
integraler?

Derivatan av en funktion kan approximeras med framat- respektive centraldifferen-
skvot. Hérled noggrannhetsordningen i bada fallen med hjalp av taylorutveckling.
Beskriv (sammansatta) trapetsregeln for integralberdkning. Vilken noggrannhetsord-
ning har metoden?

Beskriv (sammansatta) Simpsons formel for integralberdkning. Vilken noggrannhet-
sordning har metoden?

En integral approximeras med en numerisk metod. N&r man anvénder delintervall
med ldngderna 0.4, 0.2 och 0.1 far man felen 0.0231, 0.00291 och 0.0003592. Vilken
noggrannhetsordning har metoden? Motivera!

Hur skattar man felet och noggrannhetsordningen vid integralberdkning med trapet-
sregeln med hjéalp av berdkningar med olika antal delintervall?

En integral approximeras med en numerisk metod. Nér man anvénder delintervall
med ldngderna 0.5, 0.25 och 0.125 far man féljande approximationer av den exakta
integralen: 0.464521, 0.460897 och 0.459997. Vilken noggrannhetsordning har troligen
metoden? Motivera!
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7. Ordinara differentialekvationer

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

7.9

Skriv differentialekvationen

y" =y 24+ y7/(1+1) - 1=0,
y(0) =yo, ¥'(0)=y1, ¥"(0) =y,

som ett forsta ordningens system.

Betrakta differentialekvationerna
d*z 9 dy\? d?y 9 dz\? |
- == — < _J — _ _ - t
a2z Y x+<dt Coqr s v oyt ) O

2(0) = zg, 2'(0) =21,  y(0) =yo, ¥'(0) =y

(a) Skriv differentialekvationerna som ett forsta ordningens system.

(b) Infor lamplig notation och formulera metoden Framét Euler for systemet. Definiera
alla ingaende variabler.

Forklara foljande begrepp som karaktédriserar en numerisk metod for begynnelsevérde-
sproblem. Exemplifiera dem for Framat Euler.

) Lokalt trunkationsfel

(a

(b) Globalt fel
(¢) Noggrannhetsordning
(d) "metoden ar konvergent"
(e

) "metoden ar konsistent"

Berékna lokala trunkationsfelet for Framat Euler,
Unt1 = Up + hf(tn, up).
Vad ar noggrannhetsordningen?
Berdkna lokala trunkationsfelet fér Bakat Euler,
Upt1 = Up + hf (tni1, Unt1).

Vad ar noggrannhetsordningen?

Berékna lokala trunkationsfelet for Trapetsregeln,

f(tTh un) + f(tn—l—l, un—i—l)
5 .

Upt1 = Up + D

Vad ar noggrannhetsordningen?
Givet metoden
Unt1 = Up + haf (tn, un) + hBF (tns1, Unt1).

For vilka viarden pa « och  dr metoden a) ej konsistent, b) forsta ordningens nog-
grann, c¢) andra ordningens noggrann?

Vad ar stabilitetsomradet for en numerisk ODE-metod? Hur definieras det? Varfor
ar det intressant?

Harled stabilitetsomradet for Framat Euler.
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7.10 Vad menas med att en numerisk ODE-metod fér begynnelseviardesproblem &r explicit
respektive implicit? Ar Trapetsregeln,

tns toit,
Un+1 = Un + hf( - un) + é( ntl un+1)7

explicit eller implicit?

7.11 Vad menas med en styv differentialekvation? Vilka problem medfor en styv differen-
tialekvation for explicita metoder?

7.12 For vilka varden pa steglangden h &r Framat Euler absolutstabil nér den tillampas pa
differentialekvationerna

(a)

y' = —10y,

(f)

U /_ 4 2 U
v) \=-17 —6)\v)’
7.13 For vilka viarden pa steglangden h &r Bakat Euler absolutstabil nér den tillimpas pa

differentialekvationerna i uppgift 7.127
7.14 Betrakta Runge-Kutta 2 ("explicita trapetsregeln"),

J(tn, un) + f(tngr, un + hf (o, un))
> .

Upyl = Unp + h

(a) Berédkna lokala trunkationsfelet. Vad &r noggrannhetsordningen?
(b) Ge ett uttryck som beskriver metodens stabilitetsomrade.

(c) For vilka steglangder d&r metoden absolutstabil nér den tillampas pa differentialek-

vationen ,
uy (=3 2 U
v)  \3 =8)\v)’
7.15 Ge ett uttryck som beskriver stabilitetsomréade for trapetsregeln,

f(tm un) + f(tn+l7 un—i—l)
2

Uptl = Up + h
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8. Randvirdesproblem

8.1 Vad ar skillnaden mellan ett begynnelsevirdesproblem och ett randviardesproblem?

8.2 Vi vill 16sa det linjéra randvirdesproblemet
—Ugy + 4ux —u= f(x)r U(O) = (1) = 07

med finita differenser.

(a) Hur diskretiserar man ekvationen och approximerar den med ett linjart ekvation-
ssystem Au = f7

(b) Hur ser matrisen A ut? Hur kan man losa ekvationssystemet effektivt?

(¢) Vad blir noggrannhetsordningen?

8.3 Vi vill 16sa det olinjara randvardesproblemet
—Ugy + a(x)u, = f(u), u(0) = (1) =0,

med finita differenser.

(a) Hur diskretiserar man ekvationen och approximerar den med ett olinjért ekvations-
system F'(u) = 07
(b) Hur ser funktionen F och dess jakobian ut? Hur kan man lésa ekvationssystemet?

8.4 Betrakta randvérdesproblemet for funktionen u(x)
Uge + x4 3(1 — 2?)u = sin(rx), 1<ax<3,

u(l) =0, wu(3)=1.

(a) Formulera finita differensmetoden for att 16sa detta problem. Visa hur metoden
leder till ett linjart ekvationssystem

Au =b.

Specificera elementen i A-matrisen, hogerledet b och 16sningsvektorn wu.
(b) Utnyttja approximationen

_ —3u(x) + 4u(z + h) — u(z + 2h)

2

och visa hur finita differensmetoden och ekvationssystemet dndras nér man istéllet
for u(1) = 0 har randvillkoret u(1) + u,(1) = 0.
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