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DEL A

1. Betrakta funktionen f som ges av f(z) = ze'/”,
A. Bestiam definitionsmingden till f.
B. Berikna de fyra gransvirdena lim, ., f(x) och lim, o+ f(2)
C. Bestdm alla lokala extrempunkter till f.
D. Skissa med hjilp av ovanstdende kurvan y = f(z)

1/x

Losning. A. Definitionsmangden bestar av alla reella tal x for vilka xze'/* dr definierat,

dvs alla z # 0.

B. Alla dessa griansvirden &r standardgrinsvérden. Vi far

lim f(z) =00, lim f(z)=—-00, lim f(z)=o00, lim f(z)=0.

T—00 T—r—00 z—0t z—0—

C. Vi deriverar och far

1 1
f(x) = e/* 4 zel/® (——2) = (1 - —)
x x

som existerar for alla z # 0 och dr 0 om och endast om = = 1. Ett teckestudium av
derivatan ger

Om z < 0sair f'(z) > 0. Det foljer att f dr stringt vixande hir. Det finns alltsd inga
lokala extrempunkter pa intervallet x < 0.

Om0 <z < 1sdir f'(z) < 0. Det foljer att f dr strangt avtagande hér.

Omx = 1sair f'(x) = 0.

Om x > 1sadr f'(x) > 0. Det foljer att f &r stringt vixande hér.

Av ovanstaende foljer att f har exakt en lokal extrempunkt, ndrmare bestdmt en lokal
minpunkt i z = 1. Vérdet i minpunkten dr f(1) = e.

D. Nu kan vi rita kurvan:



SF1625 Envariabelanalys — Losningsforslag till tentamen 2015-01-12

14

121

10

Svar: Se 16sningen.
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2. Berikna integralen
2

/ cos /z dz

2 /4
genom att gora foljande:
A. Skriv om integralen med hjilp av substitutionen /x = ¢ (glom inte grénserna).
B. Berikna, med hjilp av partiell integration, integralen du fatt fram i uppgift A .

Lésning. A. Vi anvinder substitutionen /z = t, eller v = t?, med dx = 2t dt och nya
grianser 7/2 och m, och far

2

/ COS\/EdI':/ 2t cos t dt.

2/4 w/2

B. Vi beréknar integralen fran uppgift A med hjdlp av partiell integration och far

/ 2tcostdt = [2tsint]y o — / 2sint = —m — 2.
w/2 w/2

Svar: A. f:/z 2t cos t dt.
B.—m1—-2
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3. En platburk som rymmer 1 liter ska tillverkas i form av en cylinder med botten och lock.
Bestam hojden och bottenytans radie sa att materialatgangen blir sa liten som mojligt.

Lésning. Lat r vara bottenytans radie och h hojden. Volymen av cylindern ér d& 772/ och
att volymen ska vara 1 ger da att 7r2h = 1 eller h = 1/7r2.

Cylinderns begriinsningsarea, som ska minimeras, ges av 2772 + 27rh. Om vi i detta
uttryck substituerar 2 = 1 /772 fér vi att vi ska minimera funktionen

2
A(r) =2mr? + =
r

ddr r > 0. Vi deriverar och far

Al(r) = 4dnr — %
som existerar for allar > 0. Viseratt A'(r) = 0 <= 2r = 1/7r* = h. Ett teckenstudium
av derivatan ger vid handen att detta dr en lokal och global minpunkt. Teckenstudium:

Om 0 < r < 1/(27)Y? sd ér A'(r) < 0 och det foljer att A dr striingt avtagande hir.
Omr = 1/(27)"/? sa ir A'(r) = 0.

Omr > 1/(27)"/3 s& dr A'(r) > 0 och det foljer att A #r striingt vixande hir.

Materialatgangen minimeras alltsa om hojden i cylindern &r lika med diametern. U

Svar: Hojden i cylindern ska vara lika med diametern, dvs 7 = 1/(27)'/% och h =
2/(2m)'/3.



SF1625 Envariabelanalys — Losningsforslag till tentamen 2015-01-12 5

DEL B

4. Betrakta differentialekvationen y” (t) + y(t) = sint.
A. Los differentialekvationen.
B. Avgor om det finns nagon 16sning till differentialekvationen som dr begransad.

Losning. A. Den allminna l6sningen till differentialekvationen fas som y;, 4 y,, dér y;, dr
allménna l6sningen till motsvarande homogena ekvation, dvs ¢ +y = 0, och y, dr nagon
partikuldrlosning.

Forst soker vi y;,. Den karaktiristiska ekvationen 7% + 1 = 0 har losningarna =i varfor

yn(t) = Acost + Bsint,
dir A och B dr godtyckliga konstanter.

Sedan soks y,. Ett forsta forslag till anséttning vore a cost + bsint men detta ér en del
av den homogena 16sningen och fungerar déarfor inte. Vi ansétter diarfor

yp = t(acost + bsint).
I sa fall ar

y, = acost + bsint + t(—asint 4 bcost)

och
y, = —asint + bcost —asint + beost + t(—acost — bsint).
Vi ser att y; + y, = sint <= a = —1/20chb = 0. Vi har alltsd bestimt en parti-
kulérlosning

t
Yp = 3 cost.

Sammantaget far vi déarfor att 16sningen till differentialekvationen i uppgiften &r
t
y(t) = Acost + Bsint — 5 cos t, A, B godtyckliga konstanter.

For t = n2 sa giller att y(t) = A — nm som gar mot —oo nér heltalet n — oo, oavsett
val av konstanter A och B. Det finns alltsa ingen 16sning som &r begrinsad. U

Svar: A.y(t) = Acost + Bsint — £ cost, A, B godtyckliga konstanter.
B. Ne;j.
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5. Bestéim Taylorpolynomet av grad 2 kring punkten z = 100 till funktionen f(z) = /x
och anvind det for att berdkna ett ndarmevérde till 1/104. Avgor sedan ocksa om ditt
nirmevirde har ett fel som till absolutbeloppet dr mindre in 107,

Losning. Vi deriverar och far

@) =50 0=~ )= g

som existerar for alla x > 0. Taylorpolynomet av grad 2 till f kring x = 100 &r darfor

1 1
— 10+ — (2 — 100) — —— (= — 100)2.
p(x) =10+ 20(:1: 00) 5000 (x — 100)

Om vi anvinder detta for approximation av v/ 104 far vi

1 1
V104 = £(104)  p(104) = 10 + (104 = 100) — (104 — 100)* = 10.198,

8000
Absolutbeloppet av felet i approximationen é&r, for nagot ¢ mellan 100 och 104:
2
‘3/<8C \/E> 43 < 4 < 1074

3! — 100000 —

Svar: Det sokta Taylorpolynomet ér p(z) = 10 4 5 (z — 100) — 555 (¢ — 100)2.

V104 ~ 10.198 med ett fel som till beloppet dr mindre &n 1074
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6. Avgor om den generaliserade integralen

/ < dx
i
ar konvergent eller divergent. Om den &dr konvergent, beridkna den.

. .. 0. 1 1 1 1
Tips: Niar x > 1 sa ar —22 5 = — — .
T e+ r x+1

Losning. Eftersom

1 1
0< <=, fora>1,
P P

OS/ dx S/ do
. 24 Lz

och det foljer att var integral dr konvergent. Vi berdknar den:
> d <1 1
/ R / - — dz
. P+ 1\ x+1

R
1 1
= lim (—— ) dx
R—oo Jy r x+1

= lim [Inz — In(z + 1))

sa ar

R—o00
+ 1R
= lim [(In
R—o00 x4+ 1 1
= 1In2.

Svar: Integralen dr konvergent med vérdet In 2.
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DEL C

7. A. Definiera vad som menas med att en funktion f dr kontinuerlig i en punkt a.
B. Definiera vad som menas med att en funktion f #r deriverbar i en punkt a.
C. Visa att en funktion f som &r deriverbar i en punkt a ocksa maste vara kontinuerlig
1a.
D. Ge ett exempel som visar att en funktion som dr kontinuerlig i en punkt inte maste
vara deriverbar i punkten.

Losning. A. Funktionen f &r kontinuerlig i punkten a om f &r definierad i a och och har
gransvirde ndr x ndrmar sig a och lim,_,, f(x) = f(a).
B. Funktionen f dr deriverbar i punkten a om griansvirdet

L fath) ~ f(a)
h—0 h
existerar dndligt. Detta grinsvirde kallas i sa fall derivatan av f i a, vilket skrivs f'(a).
C. Anta att f dr deriverbar i a. Vi ska visa att i sa fall maste lim,_,, f(x) = f(a) eller
ekvivalent att limy, o(f(a + h) — f(a)) = 0. Vi har att

fla+h)— f(a)
h

-h=f'(a)-0=0.

lim (f(a -+ h) ~ f(a)) = lim

h—0
Beviset dr klart.
D. Lat f(z) = |z|. Det dr klart att f dr kontinuerlig i origo, eftersom f(0) = 0 och
lim, .o f(x) = 0. Funktionen f dr dock inte deriverbar i origo eftersom
lim —|0 +h[— [0 = lim M
h—0 h h—0 h
och detta grinsvirde saknas (om A dr positivt och gar mot noll far vi 1 men om A dr

negativt och gar mot noll far vi —1).
O

Svar: Se l6sningen.
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8. Ett hal med radie 1 borras genom centrum av ett klot med radie 2. Hur stor andel av klotets
volym ir kvar?

Losning. Lat oss vilja koordinatsystem sa att origo dr klotets medelpunkt och klotet dr den
rotationsvolym som genereras dé kurvan x* + y? = 4 roteras runt z-axeln. Vi kan anta att
hélet borras sa att x-axeln &r centrallinje for borr-cylindern. I sa fall dr skdrningspunkterna
mellan cylindern och klotet i xy-planet punkterna (£+/3,+1). Den bortborrade delen
bestar di av en cylinder med radie 1 och hijd 2v/3 samt tva sfiriska kalotter.

Cylinderns volym #r 27v/3. De sfiriska kalotterna fis som rotationsvolymer som ge-
nereras di kurvan x? 4+ y? = 4 roteras runt z-axeln, dels pa intervallet [\/g, 2], dels pa
intervallet [—2, —/3]. De sfiriska kalotternas volym ir tillsammans

2 16
27r/ (4 — 2% dx =27 (——3\/5) .
V3 3
Eftersom klotets volym dr 327 /3 far vi att andelen som tagits bort &r

23+ 2 (X —3v3)  327/3 —4nV/3
321/3 B 321/3
Ungefir 35 procent av klotets volym har borrats bort och dirmed &dr det ungeféar 65
procent kvar.

~ 0.35.

4

Svar: Ungefir 65 procent.
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9. Visa att funktionen

T
flz)==x (5 — arctan CC)
ar stringt vixande.

Ldsning. Vi observerar forst att funktionen &r definierad for alla . Vi deriverar och far

f(z) = g —arctans — - iy

som existerar for alla z. Vi deriverar en gang till och far

Fla) = — 1 _1+x2—2x2: -2
1+ a2 (14 22)2 (14 22)2
som existerar och dr negativt for alla x.
Att f"(z) < 0 for alla « medfor att f'(z) dr stringt avtagande pa hela reella axeln.
Eftersom lim, ., f'(x) = 0 maste dérfor f’'(z) vara positivt for alla x. Det foljer att f &r

striangt vixande. U

Svar: Se losningen.




