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DEL A
1. Betrakta funktionen f(z,y) = 22 + y och omradet D som ges av olikheterna

x>0, y>0 och :(:2—|—y2§1.

(a) Forklara varfor man i forvig kan veta att funktionen f antar ett storsta och ett minsta

virde pa omradet D. 1p)
(b) Bestdam det storsta och det minsta virdet som f antar pa D. GBp
Losningsforslag.

(a) Funktionen ir ett polynom och diarmed kontinuerlig. Omradet dr bade slutet och be-
grinsat, dvs kompakt. Darmed maste funktionen anta ett storsta och ett minsta virde
i omradet enligt sats i boken.

(b) Maximum och minimum kan antingen antas i stationédra punkter i det inre av omradet,
eller pa randen. Stationédra punkter ges av nollstéllen hos gradienten och vi far att
grad f(z,y) = (2x, 1) som aldrig dr noll. Det finns ddrmed inga stationira punkter.
Det aterstar att kontrollera randen. Den bestar av tva enhetsintervall 1dngs koordina-
taxlarna och en kvartscirkel. P4 z-axeln har vi f(z,0) = 2% som varierar frén 0 till 1
paintevallet 0 < = < 1. Lings y-axeln har vi f(0, y) = y som ocksa varierar mellan 0
och 1 pa intervallet 0 < y < 1. Léangs kvartscirkeln kan vi anvinda parametriseringen
(x,y) = (cost,sint) och far da

2 4 4

Eftersom sin ¢ varierar mellan 0 och 1 fér vi det storsta vérdet pa cirkelbagen som 5/4
och det minsta som 1 = 5/4 — 1/4. Nar vi jamfor de olika kandidaterna till storsta
och minsta virde pa D ser vi att 5/4 dr storst och 0 minst.

1N 1 5 1\’
f(l‘,y):cos2t—{—sint:1—sin2t+sint:1—(Sint——) —{——:——(sint—§> :

Svar.
(a) Enligt sats ur boken antar kontinuerliga funktioner maximum och minimum pa kom-
pakta omraden.
(b) Det storsta virdet dr 5/4 och det minsta vérdet &r 0.
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2. Anvind en linjarisering kring punkten (zq,v0) = (1,2) for att approximera vérdet av
funktionen f(x,y) = v/2? + 2y? ipunkten (1,2, 2,1). 4 p)
Losningsforslag. Linjariseringen av funktionen ges av gradienten. Vi har att

f(x,y) = f(xo,90) + (x — 20,y — ¥o) - grad f(zo, Yo)-
Vi beriknar forst gradienten som

grad f(z0, o) = 2xg 4110 _ Lo 2Yo
24/ + 295 2v/ %5 + 245 Vg + 205 /a6 + 205
vilket i punkten (z¢, o) = (1,2) ger

N T ;) (3)

Dirmed har vi enligt linjarinseringen att

F(1.2,21) ~ f(1,2) +(0.2,0.1) (;;‘) 06 359

Svar. Linjariseringen ger att f(1,2, 2,1) ~ 3,2.
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/ / 2zy dxdy
T

ddr T &r triangeln med horn i punkterna (0,0), (2,1) och (0, 3), exempelvis genom att
utfora variabelbytet = 2u och y = u + 3wv. 4p)

3. Berikna integralen

Losningsforslag. Om vi viljer att genomfora koordinatbytet kommer triageln att avbildas
pa en triangel och hornen i den nya triangeln ges av (u,v) = (0,0), (u,v) = (1,0) och
(u,v) = (0, 1). Jacobianen vid koordinatbytet ges av

ANw,y) 2 0

o(u,v) |1 3
Integranden ersitts med 22y = 2(2u)(u+3v) = 4u? +12uwv och vi kan beriikna integralen
genom upprepad integration.

1 1-v
// 2xy drdy = / / (4u® + 12uv) - 6 dudv
T 0 Jo

1 4 1—v
= / {—u?’ + 6u2v] -6dv
0, 3 0

= / 8(1 —v)® +36(1 — v)*vdv

-

A v? v? v}
— |20 —v)*+36- 2 —712. 0 4360
{ (1—-v)"+ 5 5 +367 )

=2+18-2449 =5.

Svar. // 2zy dxdy = 5
T
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DEL B

4. Vektorfiltet F(z, y) #r definierat i R? \ {(0,0)}, dvs i zy-planet férutom origo, genom

Yy T

(a) Berikna f% F - dr diir 7, ir enhetscirkeln 22 + y? = 1 orienterad moturs. 2p)

(b) Berikna fw F - dr didr v, dr cirkeln (x — 3)? + y? = 1 orienterad moturs. 1p)

(c) Forklara hur vi kan veta att F(z, y) inte dr konservativt. 1 p)
Losningsforslag.

(a) Vi parametriserar cirkeln 7; genom r(t) = (cost,sint). Dirmed har vi att dr =
r'(t) dt = (—sint, cost) dt och

/ F.d /Q’T sint cost (—sint D dt
dr = — , : - (—sint, cos
" 0 cos?t +sin®t’ cos?t + sin?t

2T 27
:/ sin2t+c082tdt:/ 1dt = 2.
0 0

(b) Cirkeln 7, innesluter inte origo, den enda punkt dér F' inte &r definerat och kontinu-
erligt deriverbart. Ddrmed kan vi anvinda Greens formel och med

x
P(z,y) = _ﬁg/? och Q(z,y) = R
har vi att
oQ OP 1 222 1 2¢/2
or oy 22+ (BP4y?)? (_fv2+y2 " (:r2+y2)2>
2 20% 4+ 2y°
- 22 + 2 o (22 + y2)? -
Darmed dr

F-dr= | Pdr+Qdy= 9@ 9PN Ly o,
-] L5 -%)

dédr C' dr omradet som innesluts av ..
(¢) Om F skulle varit konservativt skulle bada integralerna ha varit noll eftersom inte-
gralen av ett konservativt fét dr noll 6ver varje sluten kurva.

Svar.
(a) / F.-dr =2m.

(b)/F dr = 0.

(©) Om F hade varit konservativt hade bada integralerna varit noll.
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5. De tva vektorvirda funktionerna f och g ges av
- 2 2
f(z,y) = (rcosy,xzsiny) och g(x,y) = (xy,z° —y°)
for alla (z,y) i R?.

(a) Berikna Jacobimatriserna Df(z, y) och Dg(z,y). 2p)

(b) Jacobimatrisen for sammansittningen g o f kan fas genom en matrismultiplikation.

Illustrera detta genom att beréikna Jacobimatrisen D(g o f)(z,y). 2p)
Losningsforslag.

(a) Vi berdknar Jacobimatriserna som

Df(z,y) = % %—? . (cosy —x Siny)
Y) = o2 9 =\
8—; 6—; siIny X Ccosy

Dg(z,y) = | 5e o0 :( >
o ai; 20 =2y

(b) Nér vi berdknar sammansittningens Jacobimatris genom matrismultiplikation behdver
vi komma ihag att berikna Dg(x,y) i punkte f(z,y) = (zcosy,xsiny). Vi far
dirmed

D(gof)(a,y) = Dglxcosy,xsiny)Di(z,y)

[ wsiny T cos Yy cosy —xsiny
- \2xcosy —2xsiny) \cosy xcosy

B <x siny cosy + x cos ysiny —x?sin®y + 2% cos? y >

- 22 cos? y — 2w siny —22% cosysiny — 2x? siny cosy

och

B 2zcosysiny  x2(cos?y — sin?y)
~ \2z(cos?y —sin?y)  —4ax?cosysiny
Vi kontrollerar att det stimmer genom att se pa

gof = (zcosy-xsiny, x? cos’y — x?sin’y) = (2% cosysiny, x?(cos? y — sin?y)).

vilket ger Jacobimatrisen

B 2x cosysiny 22 (cos® y — sin® )
D(g © f) (Ilf, y) - (21’(0082 Y — qin? y) —422 cos Yy sin Yy .

Svar.

_ (cosy —xsiny [y =z
(@) Df(z,y) = (Siny xcosy) och Dg(z,y) = (2;5 —Qy)'

B 2x cosysiny x? (COS2 Yy — sin® Y)
(b) D(g © f)(l’, y) - (21’((}082 Y — qin? y) —4722 cos Yy sin Y '
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6. Arean av en buktig yta kan berdknas genom formeln
r
_ X _

// or 0
Das at

ddr r(s, t) dr en parametrisering av ytan 6ver omradet D i st-planet.
Vi ska se pa ytan som ges av den del av enhetsfiren 22 + 12 + 22 = 1 som ligger ovanfor
planet z = 1/2.
(a) Skriv upp den dubbelintegral som behover berdknas om vi anvinder sfériska koordi-
nater, dvs (x,y, z) = (sin ¢ cos #, sin ¢ sin 6, cos @), for att berékna ytans area.
(1p)
(b) Skriv upp den dubbelintegral som behover beriknas om vi anvédnder cylindriska ko-
ordinater, dvs (z,y, z) = (rcosf,rsinf, /1 — r?), for att berikna ytans area.

dsdt

(1p)
(c) Berdkna ytans area genom att berdkna nagon av de tva dubbelintegralerna fran del-
uppgift (a) och (b). 2p)

Losningsforslag.
(a) Vi beréiknar forst de tva derivatorna med avseende pa parametrarna

0
a;_ (cos p cos b, cossinf, —sin @)

dp

och
or

a0

Dérmed kan vi berdkna kryssprodukten
or " or
dp 00

= (—sinpsind,sinpcosb,0) .

= (cossinf - 0 — (—sin p) sin p cos b,

—sin p(—singsinf) — cos pcosf - 0,
cos  cos 0 sin ¢ cos 6§ — cos p sin §(— sin p sin 0))
= (sin? p cos @, sin” psin @, cos @ sin p(cos? O + sin? §))

= (sin? ¢ cos @, sin” psin 6, cos @ sin ).
Léangden av detta ges nu av

o o
dp 00

= /sin ¢ cos? 0 + sin® psin? 0 + cos? psin? ¢

= \/S.in4 @ + cos? psin® p = \/s.in2 v = |siny|.
Vi behover ocksa ta reda pa grianserna. Planet z = 1/2 moter sfiren i de punkter dér
r? 4 y* = 3/4, vilket motsvarar p = 7/3. Alltsd behover vi beridkna integralen

2r  pm/3
/ / sin o dpd?.
0 0



SF1670 Flervariabelanalys II — Losningsforslag till tentamen 2015-01-12 7

(b) I den andra parametriseringen far vi

0
(9_; = (—rsinf,rcos,0)
och 3
a_ (COSH,siHQ, —L) )
or 12
Kryssprodukten blir nu
0 0 — 2sin@
8—2 X 8_71: = (rcos@- \/ﬁ —0-sin6,0-cost — %,—TSHIQQ —7’60829)

B r?cosf r?sin @
B (_\/1 2 V1 —TQ’_T>
Léngden av kryssprodukten blir
@Xﬁ :\/r4cos20+7’4sin28+r2:\/7“4—1—7’2(1—7“2): r
00 Or 1—1r2 1—1r2 1—1r2 V1—1r2

Integrationsgrinserna ges den hir gangen av 0 < 6 < 2mr och 0 < r < /3/2.
Integralen som ska berédknas dr darmed

21 pV3/2 r
———drdf.

(c) I det forsta fallet ska vi berikna

2w pm/3
/ / sin o dpdf = 27 [—Cosgo]g/g =2n(—-1/2—(-1)) ==
o Jo

och 1 det andra fallet ska vi berikna

/0% /oﬁ/2 \/%7’2 dr =2 [_m]fﬂ =2m(=1/2 - (=) =

Svar.

2r  pm/3
(a) / / sin ¢ dpdf
o Jo

21 v/3/2 r
b ——dr
(b) /O ; T

(c) Ytans area dr 7 areaenheter.
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DEL C

7. Betrakta ekvationen
¥ + y% =2
i omradet x,y > 0.
(a) Visa att denna ekvation i en omgivning av punkten (z,y) = (1,1) definierar y som

en funktion av z, alltsd y = f(z). 2p)
(b) Bestdm derivatan f'(1), ddr f dr funktionen fran deluppgift (a). 2p)
Losningsforslag.

(a) Enligt implicita funktionssatsen ricker det att kontrollera att den partiella derivatan av
vinsterledet med avseende pa x inte dr noll i punkten i fraga i och med att vinsterledet
har kontinuerliga partialderivator.

Med g(z,y) = x¥ + y*® far vi att

99 _ yz'~t +2(Injy|)y* = @(1, D=1-1"1+2(In[1)1*' =1 #£0.

Ox Ox

(b) Vi kan anvinda implicit derivering for att eberdkna derivatan av f(x). Derivatan av
ekvationen med avseende pa x blir

y2'~" + (Info])a? f'(x) + 2(In[y[)y* + 22 - y** = f'(2) = 0
vilket med (,y) = (1,1) ger
14+0-f/(1)+2-0-1+42-1-1-f(1) =0

och f'(1) = —1/2..
Vi kan ocksé gora detta genom att se att derivatan av h(z) = g(x, f(z)) ges av

dg , 99
I + oy (2)
och eftersom h(x) = 2 far vi A'(z) = 0 och f'(z) = —%/g—g. Vi har redan riknat ut
% (1, 1) och riknar ut den andra partialderivatan som
0 0
99— (n|a|)a¥ + 2z -y~ = a—gu, 1) =11t +2-1-1' =2.
Y Y

Dirmed fas pa nytt f'(1) = —1/2.

Svar.
(a) Enligt implicita funktionssatsen definierar ekvationen y som en funktion av z néra

(z,y) = (1, 1).
(b) Derivatan r f'(1) = —1/2.
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8. Lét Q vara omradet som ges av olikheterna 2% + y* + 22 < 4a® och 22 + y? > a2, och 1t
F(x,y,2) = (x + yz, —xz + y, 2 — e"siny).
Berikna flodet av vektorfiltet F ut fran (2. 4p)

Losningsforslag. Vi kan anvinda divergenssatsen for att berdkna flodet ut fran (2. Divergen-
sen av F' ges av

: oF, O0F, O0F;3
v I + ay + 92 + 1+ 3

Dirmed ges flodet ut ur omradet 2 av

J[[ 3 dzaya-.

For att berdkna denna trippelintegral kan vi anvinda cylinderkoordinater och far (z, y, z) =
(rcos,rsinf, z). Integrationsgrénserna ges av

a<r<2a och —+V4a?2—r2<z<+v4a?2-—1r2

Vi integrerar forst i z-led och far da

2 f2a  pV4a2—r2 2a
/// 3dxdydz / / / 3rdzdrdf = 27r/ 6rvaa® —r2dr
—V4a2—r2 a

= {—3 3(4a )3/2} =21 (—2-0+ 2 (3a*)*?) = 127]a*V3.

a

Svar. Flodet av F ut ur w ir 6|a|>v/3.
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9. Lat ¢ vara en linje och K en kropp i rummet. Beteckna det kortaste avstandet fran punkten
(x,y, 2) till linjen ¢ med D(z,y, z) och kroppens konstanta masstithet med p. Troghets-
momentet for K med avseende pa linjen ¢ definieras genom

I, = p// D(z,y, 2)? dzdydz.
K

Beridkna troghetsmomentet for en homogen kub K med kantlingd s och massa m med
avseende pa axeln genom mittpunkten pa tva motstaende sidor. 4p)

Losningsforslag. Om vi placerar kuben i ett koordinatsystem med centrum i origo och
hornen i punkterna (+s/2,+s/2,+s/2) kan vi betrakta linjen ¢ som z-axeln och funk-
tionen D ges av D(z,y, z) = /22 + y2. Densiteten ges av masssan genom volymen dvs
p = m/s>. Dirmed beriknar vi trdghetsmomentet som

m s/2 s/2
I, = p// D(x,y,2)* dedydz = / Va2 + y?)? dadydz
—s/2

—s/2 J—s/2
s/2 s/2 s/2 s/2 s/2
= / / 2 + o dedydz = m r?dr + m y* dy
—s/2 s/2J—s/2 S Jos/2 S Jos/2
m [237%2 m [y /2
T
s |3 _sj2 S 3 /2
o m 28 L m 2s°  ms?
s 3-8 s 3-8 6

Svar. Troghetsmomentet for K med avseende pé linjen ¢ ér I, = ms?/6.




