Losningsforslag till Tentamen, SF1629, Differentialekvationer och Transformer
IT (del 2) den 13 januari 2015 kl 14:00 - 19:00.

Tentamen bestar av atta uppgifter déar vardera uppgift ger maximalt fyra podng. Bonus
fran kontrollskrivningen géller uppgift (1).

Preliminira betygsgrinser: 14 poéng ger garanterat betyg E, 17 podng ger garante-
rat betyg D, 21 podng ger garanterat betyg C, 24 podng ger garanterat betyg B och 28
podng ger garanterat betyg A. Den som har 13 poédng far betyg Fx och har mgjlighet att
komplettera. Kontakta i sa fall examinatorn.

Hjialpmedel: Det enda hjdlpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen Mathematics Hand-
book av Rade och Westergren.

OBS: For full podng kravs fullstdndiga, tydligt presenterade och vl motiverade 16sningar
som ar latta att folja. Markera dina svar tydligt.

(1) a) Lat V' vara delrummet av C([0,1]) som bestar av alla linjirkombinationer av
up(x) = 1 och uy(x) = /2. Bestdm en ortogonal bas for V' med avseende pa den
inre produkten (1p)

(f,9) :/0 f(z)g(x)dz.

b) For vilka virden pa konstanterna a och b blir integralen

1
/ la + by/x — x|*dx
0
sa liten som mojligt? (3p)

Lésning: a) Vi anvinder Gram-Schmidt for att fa en ortogonal bas. Lat v, =
u; = 1 och

V() = ug(z) — (ug, v1)v1 = Vo — /0 Vadr = x —2/3.

Da &r vy och vy en ortogonal bas for V.

b) Vi vet (Sats 5.3 pa sidan 110) att integralen minimeras da a + b\/x ar den
ortogonala projektionen P(u) av vektorn u(x) = x pa V. Vi har (se sid 113)

wo)  (w,v)
P —
@)= T gl

Eftersom

1 1
(1, vy) = / vdr = 1/2, || = / dr =1
0 0



och
1

(u, v9) = /O rv(vVr —2/3)dr = 1/15, ||v]* = /O (VT —2/3)%dr = 1/18

fas
1 18 1 6 1 6yz 4 3 6z
(W =g+ pr=g+(Ve-2/3) =g+ == -s=—-5+—
Alltsa, vi ska vilja
g3 .6
100 5

(2) Bestdm a,, n =1,2,3,..., om ag = 0 och

n
Qpy1 — ZZkan_k =1, n>0.
k=0

Lésning: Vi Z-transformerar ekvationen (notera att vi har en faltning i VL):

ZA(2) — ZiQA(z) - zir

Vi loser ut A(z):

Partialbraksuppdelning ger

—_
—_

1 1 n

2(z—3) 2(z—1)

Inverstransform (t ex formel z11 i Beta) ger slutligen att
1 1

n=-3"14= > 1.
a 5 —1—2, n >

Az) =

(3) Bestam en 2m-periodisk reell funktion f(t) som uppfyller
f(t+m/4) — f(t) = 2cost.
(Tips: tank pa Eulers formler.)

Losning: Vi soker 16sningar pa formen
o
f(t) _ Z Cnez’nt
n=-—oo
(det ricker faktiskt att ha en dndlig summa ovan, vilket vi kommer att se; sa blir
det inga konvergensproblem). Eftersom 2cost = e + e~ %, far vi
o [e.9]

§ : Cnem(t+7r/4) . E Cneznt — oft +€_zt.

n=—oo n=—oo



VL kan skrivas

o
Z Cn<€in7r/4 - 1)emt7
n=—00
sa vi far relationen
o
Z Cn(eimr/zL _ 1)6””5 — it 4 it
n=-—oo

Detta ar uppfyllt om vi véljer ¢, sa att
cq(e7™r 1) =1, ¢t —1)=1

och ¢, = 0 for alla n # £1 (notera att ¢ kan véljas helt fritt).
Alltsa . |
_ —it it
f(t) T e—im/A 16 eim/4 _ 16
uppfyller ekvationen. Notera att detta f faktiskt ar reellt:

1 L N 1 i <ei7r/4 _ 1)6—it + (e—z’w/4 _ 1)61'15
— € —— € = - - =
e—ir/4 _ 1 eim/4 _ 1 (6—7,77/4 _ 1)(6177/4 _ 1)
e~ (tmm/A) — gmit =/ et D cos(t —m/4) — 2cost

1 — e—in/4 — gin/d 4 | N 2 — 2cos(m/4)

Alltsa,
fit) = 2cos(t —m/4) —2cost  2cos(t —m/4) — 2cost
N 2 — 2cos(m/4) B 2—1/2

ar en reell 16sning till ekvationen.

a) Lat f(t) = sin [t|. Berdkna f’ and f” i distributionsmening,. (2p)
b) Definiera § € S8’ genom d[p] = (0), och lat g(x) = —z. Anvénd derivatans
detinition, samt definitionen av produkt, for att visa att go’ = 4. (2p)

Lésning: a) Vi anvinder Heavisidefunktionen H(t) (vars derivata ar 6(t)) for att
skriva:

f(t) =sin|t| =sin(—t)(1 — H(t)) + sin(t) H(1).
Derivering ger nu
f'(t) = — cos(—t)(1 — H(t)) + sin(—t)(—0(t)) + cos(t)H(t) + sin(t)d(t) =
— — cos(—)(1 - H(t)) + cos(t) H (1)

eftersom sin(—t)(—d(t)) = sin(t)o(¢)
Vretblad). Ytterligare derivering ger

f'(t) = = sin(=t)(1 — H(t)) — cos(—t)(=0(t)) — sin(t) H (t) + cos(t)é(t) =
= — sin [t]| + 20(t)
eftersom cos(t)d(t) = cos(—t)d(t) = cos(0) = 1.

= sin(0) = 0 (se exempel 8.19 pa sidan 207 i
nu



b) Enligt definition ar ¢'[¢] = —d[¢'] = —¢'(0). Definitionen av multiplikationen
ger nu:

90"l = '[g] = —(g'(0)(0) + g(0)¢'(0)) = ¥(0).
Saledes ar gd' =
Lat

f(t) = {sint, it <

0, lt| > .

a) Anvénd Fouriertransformens definition for att bestimma f(w) Forkorta svaret

sa langt som mojligt. (2p)
A

b) For varje virde pa t € R, bestdm gransvéardet Jim fw)e™ dw. (1p)
—oo J_ 4

¢) Anvénd resultatet fran a) for att berdkna (1p)

o) 12
sin® rx
———dx.
/oo (ZBQ - 1>2 !
Lésning: a) Enligt definition har vi

:/ ﬂﬂf“ﬁ:/mmmkﬁwt

elt—eit

21

f(w) _ /71' Sin(t)e_iwtdt _ Qi (/7‘— e_it(w—l)dt - /7r e_it(w—i-l)dt) _
. i \J_» -

() )

~ sin Tw
=21 .
flw) = 2™

b) Vi anvénder oss av inversformeln (Sats 7.5, sid 171). Vi noterar att f &r
kontinuerlig, och att hoger- och vénsterderivatorna existerar i varje punkt. Vi far
att for varje t € R giller

Eftersom sint = far vi

vilket efter forenkling ger

= i 2= [ Pl

A—oo 27

Saledes,
A -~ .
lim / flw)e“tdw = 2w f(t), teR.

A—o0 _A



¢) Har anvénder vi Plancherels formel; ndmligen att

/ |f(t)|2dt = —/ w)|?dw.
/ |f(t)|2dt:/ sin’ tdt = 7.

Resultatet i a) ger att

Vi har

i | |dw_—/ 22 sin? rw dw:z/oo sin? mw d
2 T J_ o (W2 —1)2
Alltsa har vi
> sin® Tw p w2
——dw = —.
oo (W2 —1)2 2

Lat f € LY(R) vara sadan att f’ dr kontinuerlig och f € L'(R). Bestdm en funktion
g som uppfyller

o= [ oty + 7w, tem

—0o0

Losning: Vi noterar forst att

t t
/ e g(y)dy = / e~ g(y)dy.

ht) = {et, t>0

Om vi later

0, t<0

kan vi skriva

/ 6_(t_y)g(y)dy = /OO h(t —y)g(y)dy

o0 oo

(notera att h(t —y) = 0 for y > t). Saledes, vi kan skriva integralekvationen som

o(t) = / T h(t— ygly)dy + (1), tER

—00

Vi Fouriertransformerar:

§(w) = h(w)g(w) + iwf(w).
Enligt F30 i Beta har vi




Loser vi ut g(w) fas
i) = 125 = B~ ofe) + fie),

Inverstransform ger nu att

g(t) = f'(t) + f (D).

Centralt for Strum-Liouville-problem &r att man har att géra med symmetriska
operatorer. Lat V vara ett inre produktrum, och antag att A : V. — V &r en
symmetrisk operator.

a) Visa att om A dr ett egenvirde till operatorn A sa maste A vara reellt. (2p)

b) Visa att egenvektorer som hor till olika egenvirden &r ortogonala. (2p)
Losning: Se bevis av Lemma 6.1 pa sidan 155 i Vretblad.

a) Antag att f € C*(T) (f &r 2r-periodisk och tva ganger kontinuerligt deriverbar).
Lat ¢, beteckna f:s (komplexa) Fourierkoefficienter. Visa att det finns en konstant
M > 0 sadan att

M
len| < — for alla n # 0.
In|?
Visa ocksa att n?c, — 0 da n — +o0. (2p)
b) Bestam alla f € C(T) som uppfyller f(2t) = f(t) for alla ¢. (2p)

Lésning: a) Se bevis av Sats 4.4 pa sidorna 84-85 i Vretblad. Enligt formeln
pa sidan 84 far vi (partiell integration tva ganger, utnyttjande att f, f’ ar 27-
periodiska)

1 [7 A
(in)%c, = —/ f(t)e "™ dt.
2 ) .
Eftersom f”(t) &r kontinuerlig (enligt antagande) sa
1 s
2e,| < — "(H)|dt = M.
el < 5= [ 1700
Vidare, fran Riemann-Lebegues lemma foljer att
f"t)e ™dt — 0 dan — +oo.
Saledes, [n*c,| — 0 da n — +oo.

b) Vi antar att f € C(T) och att f uppfyller f(t) = f(2t) for alla ¢t. Lat ¢,
beteckna f:s Fourierkoefficienter, dvs

1 (7 ,
= t)e " dt.
o= 5 / (e



Genom att utnyttja att f(t) = f(2t) far vi

on / f —z2ntdt _/ f 2t —zZntdt

Gor vi nu Varlabelbytet s = 2t far vi

—/ f(2t)e 2dt = 2—5 f(s)e’msds.

Eftersom f(s)e™™* &r 2m-periodisk (och vi mtegrerar over tva perioder), far vi

11 2m

it 71nsd _2__ flnsd =c,.

53 ) 1) J IO
Saledes, vi har att

Copn, = Cp, 10T alla n.
Om ¢, # 0 for nagot m # 0 sa skulle vi ha
Cokyy = Cmy

for alla k& > 0. Men eftersom 2¥|m| — oo da k — oo sa skulle vi da ha ¢, /4 0
da n — oo eller da n — oo. Detta motsédger Riemann-Lebesgues lemma. Vi drar
slutsatsen att vi maste ha ¢, = 0 for alla n # 0. Detta medfor att f dr en konstant.

Och det &r klart att om f(¢) dr konstant, sa uppfyller f villkoret f(t) = f(2t).
Foljdaktligen ar det precis konstanta f som uppfyller relationen.



