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DEL A

1. For varje tal a har vi ekvationssystemet
r+y+z =1
2z + ay + 3z =1
3x+(a+Dy+az = 2.
(a) Bestam for vilka viarden pa parametern a systemet har en 16sning; inga 19sningar;
odndligt manga 16sningar. 3p)
(b) Los ekvationssytemet nir a = 1. 1p)

Losningsforslag. (a) Systemet har 3 ekvationer och 3 obekanta. Gausselimination ger

1 1 11 1 1 1 1 1 T
2 a 3 1| ~|{ro—=2r| ~ |0 a—2 1 —1] ~ T9 ~
3 a+1 a 2 r3 — 311 0 a—2 a—3 -1 T3 — Ty

1 1 1 1

0 a—2 1 -1

0 0 a—4 0
Koefficientmatrisen har hir determinant (a — 2)(a — 4), s om a # 2 och a # 4 har
systemet exakt en 16sning. Om a = 4 far vi ett konsistent system med en nollrad, sa att
det finns ozndligt ménga 16sningar. Om a = 2 fér vi systemet

11 1 1

00 1 -1

00 -2 0
vilket uppenbarligen inte dr konsistent; inga l0sningar.
(b) Ndra = 1:
11 1 1 11 1 1 1 1 0 1 1 000
0O -1 1 -1|~|0 -1 1 -1 ~]0 -1 0 —=1|{~ |0 1 0 1}{;
0 0 -3 0 0 0 1 0 0 0 1 O 0010

l6sningen drz =0,y =1, 2 = 0.
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Svar.
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2. Betrakta foljande vektorer i R3:

1 1 1 0
v= |—1| W= |0 u= |2 och z=|-2
3 1 1 4
(a) Bestdm en ekvation for planet Span (v, ). (1p)
(b) Ligger vektorn Z'i Span (v, w)? (1p)
(c) Bildar ¥, w, @ en bas for R3? (1p)
(d) Berikna rangen av matrisen (1p)
1 11 0
A=|-1 0 2 =2
3 1 1 4

Losningsforslag. (a) Vektorerna ¢ och « dr linjdrt oberoende, sa Span(v, «) dr mycket rik-
tigt ett plan (genom origo). En normalvektor till planet &r

e[l
(% w = 3 1

T -1
} =[-1, 2, 1] =2
1

11 11
31 |-1 0

En ekvation (i koordinater (1, xq, x3)) dr dirmed —x; + 225 + 23 = 0.

(b) Viharatt —1 -0+ 2(—2) + 4 = 0, s& ' ligger i Span(¥, ).

(c) Vi kollar om « ligger i planet: —1 + 2 -2+ 1 = 4 # 0, sa @ ligger ej i planet
Span (v, w). Detta medf ’Aor att U, W, och @ #r 3 linjéirt oberoende vektorer i R?, s& de
bildar en bas for R3.

(d) Matrisen A har kolonnerna v, w, i, och z. Rangen av matrisen &r ddrmed 3, eftersom
kolonnrummet har dimension 3.

Svar.
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3. Anpassakurvan y = ax?+bx+c med minstakvadratmetoden till f6ljande tabell av métdata

x|[-1]0|1]2
y| 2/0]|2]|4
(4p)
Losningsforslag. Dessa mitdata ger ett ekvationssystem i a, b, och ¢, med utokad matris

1 -1 1 2

0 0 10

11 1 2

4 2 1 4

. oL T Lo.. S
Lat d vara den 4:e kolonnen och skriv & = [a, b, c] , da dr systemet A7 = d, ddr A ar
koefficientmatrisen. Vi tittar nu pa systemet AT A7 = ATd:

18 8 6 ~ |20
ATA=1|8 6 2f, ATd= |8
6 2 4 8
Vi l6ser systemet:
18 8 6 20 9 4 3 10 r1— 2ry 1 -2 1 2
8 6 2 8|~ 1[4 3 1 4|~ T9 ~ 14 3 1 4| ~
6 2 4 8 31 2 4 r3 3 1 2 4
1 -2 1 2 T 1 -2 1 2
~ 0 11 -3 —4| ~ |rg—3rg| ~ |0 =10 0 2
o 7 -1 =2 r3 o 7 -1 =2
Sab=—-1;dd—I —c=-2sdattc=2;sedana+2+2=2sda=1

Kurvan som enligt minstakvadratmetoden &r biist anpassad ir y = 2% — %:c + %

Svar.
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DEL B

4. Planet H ges av ekvationen 3x — 5y + 3z = 0.

(a) Bestdm en orthonormal (ON) bas [ for H. 1p)
(b) Utvidga f§ till en ON-bas for R3. 1p)
(c) Lat T: R® — R3 vara ortogonala projektionen pa H . Bestim en matrisrepresentation

for T'. 2p

Losningsforslag. (a) Vi har att dim H = 2, s vi ska hitta 2 oberoende vektorer i H for att fa
en bas. Genom att sitta y = 0 hittar vi vektorn @ = [1, 0, —1} T; genom att sétta z = 0

hittar vi vektorn b = [5, 3, O} T. De ir oberoende, sa de bildar en bas for H.
ba 5

Med Gram-Schmidt-metoden fér vi en ortogonal bas: proj 55 =td, medt = 2% = ;

da bildar Goch ¢ =b — td = b — 50 = [%, 3, g}T en ortogonal bas for H. Aven @ och
2¢=1[5, 6, 5 " gor detta. Till slut far vi en ON-bas genom att dela varje vektor genom
1 1 1 1

sin ldangd: 755 = [75, 0, —75] och \/L%g: 756 [5, 6, 5]T bildar en ON-bas for HT
(b) Det ir bara att ligga till en enhetsnormalvektor till H, tex: d = - [3, —5, 3] .

V43
(c) Vivetatt T(@) = @, T(¢) = & och T'(d) = 0. Si i basen {@, &, d} har T matrisrepre-
1 00
sentationen [0 1 Of.
0 00

Svar.
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5. Enligt Cayley-Hamiltons sats giller att varje kvadratisk matris uppfyller sin egen ka-
raktiristiska ekvation. Betrakta matrisen

0 -2 1
A=1-2 0 1
1 1 0
(a) Bestdam alla egenvektorer till A med egenvirde 2. 1p)
(b) Berikna det karaktiristiska polynomet P4 (x) for matrisen A. 2p
(c) Verifiera att Cayley-Hamiltons sats géller for matrisen genom att berdkna P4 (A).
(1p)
Losningsforslag. (a) Vi berdknar nollrummet Ker(A — 27):
-2 -2 1 1 1 =2 11 -2 110
-2 -2 1| ~]|-2 -2 1| ~1]00 =3 ~1({0 01
11 =2 0O 0 0 00 O 000

Sé nollrummet Ker(A —21) spdnns upp av [1 -1 O] T Egenvektorerna med egenvirdet
2 ar exakt alla nollskilda multipler av denna vektor.

(b) Vi har att
-\ 2 1

det(A—A)=]-2 =X 1[==-X-2-2+ A+ A+4\= - +6)\—4
11 =

Det karaktiristiska polynomet Py () ér 23 — 6z + 4.
(c) Vi berdknar att

0 -2 1 0 -2 1 5 1 =2
A2=1|-2 0 1|-|-2 0 1|=|1 5 =2
1 1 0 11 0 -2 =2 2
och att
0 -2 1[5 1 -2 -4 -12 6
A=1|-2 0 1||1 5 =2|=|-12 -4 6
11 0f|-2 -2 2 6 6 —4
Observera att den konstanta termen 4 i polynomet blir 4A° = 47. Vi ser nu att
-4 —12 6 0 -2 1 4 0 0 000
AP —6A4+4I=|-12 —4 6| —-6|-2 0 1|+ |0 4 0] =10 0 Of,
6 6 —4 1 1 0 0 0 4 000

vilket stimmer.

Svar.
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6. Linjen L i R? gér genom origo. En riktningsvektor for linjen bildar vinkeln 60° mot den
positiva x-axeln och vinkeln 45° mot den positiva y-axeln. Linjen L skér planet

T + \/§y —32=6
i punkten P. Bestim P. (4 p)

Losningsforslag. Lat v = [(é} vara en normerad riktningsvektor till L och 14t €, €, och

e, vara standardbasvektorerna. Dd dr a = @ - €, = |[u|| - ||€]| - cos60° = 1/2 och
b=i-¢ = |il-|é&,[ -cosd5® = 1/4/2. Eftersom @ &r normerad har vi att ¢ =
+VI—a® — b2 = +1/2.
1

Latn = [\/g} som ju dr en normalvektor till planet. Om ¢ = 1/2 &r @ - i = 0 vilket
betyder att linjen L &r parallell med planet. Men detta 4r omgjligt eftersom vi vet att L
skir planet utan att ligga i planet (for planet innehaller inte origo). Alltsa dr ¢ = —1/2.

Skdrningspunkten P ligger pa linjen L sa den kan skrivas P = tu for nagot reellt tal ¢.
Eftersom P ligger i planet giller att 77 - (tu) = 6 sa

6 6
=-=2
3

U
7\/§a _1)

t =

—_

Punkten P har alltsa koordinaterna (
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DEL C

7. 1 datortomografi behdver man kunna halla reda pa alla linjer i planet genom att ge dem
koordinater. Ett sitt att gora det dr genom att till en linje i planet tillordna paret (7, ) dér
r > 0och0 < ¢ < 27 fas genom att (r cos p, rsin ¢) &r den punkt pa linjen som ligger
ndrmast origo. Vi ér bara interesserade av linjer som inte gar genom origo.
(a) Bestidm en ekvation pa formen ax + by + ¢ = 0 for linjen med koordinater (r, ).
2p)
(b) Visa att linjerna (71, 1) och (rg, @) dr parallella om och endast om 2 p)

cos(p1) sin(pz) = cos(p2) sin(ep1).
Losningsforslag. (a) Lat (r,) vara en given linje. D4 dr [rcosg, 7sin @]T och speci-

ellt [cos Y, sin QD}T normalvektorer till linjen. Dvs. vi kan sédtta a = cosy och b =
sin . Linjen gar genom punkten (7 cos @, r sin ¢); detta ger att ¢ = —r. Ekvationen blir
(cosp)x + (sinp)y —r = 0.

(b) Linjerna (71, 1) och (79, p2) dr parallella om och endast om deras normalvek-
torer dr parallella. Tva vektorer &r parallella om och endast om determinanten #r noll,

dvs. att | 0P P21 0 Detta dr i sin tur ekvivalent med att cos(py) sin(pq) =
sing;  sin gy
cos(s) sin(¢y).

Svar.
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8. Kurvan C'i R? ges av ekvationen 32?2 — 10zy + 3y* + 12 = 0. Lét 8 = {«, U} vara basen

med vektorerna
L1 H - 1 {—1}
U= —— och v=— )
V2 11 V21

Visa att koordinatvektorerna [w] for vektorer pa kurvan C, med avseende pa basen [3,
satisfierar ekvationen 22 — 4w? = 6. 4p)

Losningsforslag. Lat o vara standardbasen. For en vektor p'i R? vet vi d4 att

=51 7]

sd koordinatvektorer [x y] for punkter pa kurvan i standardbasen dr relaterade till ko-

ordinatvektorer [z w}T enligt foljande
vl 11 —1] [2
y| 21 1] |w]”

=% P[] =2

Nu byter vi ut [m y] " med uttrycket for [z w] " Eftersom
I e B ] I S D R A I N
V2 -1 1 [-5 3 ]2l 1] 2[-8 8|1 1]

EReE

—12 for C, eller ocksa ekvationen z? — 4w? = 6 (ekvi-

Vi vet dven att

far vi ekvationen —222 + 8w?
valent med den f6rra).

Svar.
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9. Lat P, vara vektorrummet av polynom p(x) av grad hogst n. Den linjdra avbildningen
T:. P, — P, definieras som

T(p(x)) = - (pla) — p(0)).

(a) Lat n = 3. Bestdm matrisrepresentationen till avbildningen 7" med avseende pa basen

{1, 2, 2% 23} (1p)
(b) Lat n = 10. Bestdm det minsta heltalet m sadan att 7" = 0. (1p)
(c) Latn = 100. Bestdm alla egenvirden och egenvektorer av avbildningen 7. 2p)

Losningsforslag. (a) Vi har att (1) = 0; T'(z) = 1; T(2?) = z; T'(z*) = 2. Matrisen blir

o O OO
SO O
OO = O
O = OO

(b) Vi ser att T'(x*) = 2F~1 fér k > 1, medan T'(1) = 0. Vi har dven att T?(2%) =
2872 for k > 2, medan T?(2') = 0 for [ < 2. P4 liknande siitt far vi att 7°(21%) = x;
TY(21%) = 1; och TH(21%) = 0. Sjdlvklart giller dven att T (2*) = 0 for alla k < 10.
Sa m = 11 &r det minsta heltalet sa att 7" = 0.

(c) Vi inser nu att 7% 4r noll-avbildningen, dvs. 7' = 0. Om ¥/ dr en egenvektor med
egenvirde ), d& har vi att () = A\0. Det foljer da att 7' (¢) = A191(7), s& \10F = 0, s&
A = 0. Med andra ord har vi att 0 #r det enda egenviirdet. Eftersom T'(p19oz'%°+- - -+p1x+
Po) = proox®® + -+ -+ pox+p1, giller T(p(z)) = 0 om och endast om pygg = -+ =p; = 0
om och endast om p(z) dr ett konstant polynom. De enda egenvektorerna (nddvéndigtvis
med egenvirdet 0) dr da de konstanta nollskilda polynomen. (Egenrummet har dimension
1)




