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SF1669 Matematisk och numerisk analys II
Losningsforslag till modelltentamen

DEL A
1. Betrakta funktionen f(z,y) = x? 4+ y och omrddet D som ges av olikheterna

>0, y>0 och 22+y>2<1.

(a) Forklara varfor man i forvig kan veta att funktionen f antar ett storsta och ett minsta

virde pa omradet D. 1p)
(b) Bestdam det storsta och det minsta virdet som f antar pa D. QGp)
Losningsforslag.

(a) Funktionen ir ett polynom och diarmed kontinuerlig. Omradet &r bade slutet och be-
griansat, dvs kompakt. Darmed maste funktionen anta ett storsta och ett minsta virde
i omradet enligt sats i boken.

(b) Maximum och minimum kan antingen antas i stationira punkter i det inre av omradet,
eller pa randen. Stationidra punkter ges av nollstéillen hos gradienten och vi far att
grad f(x,y) = (2x,1) som aldrig &r noll. Det finns ddrmed inga stationdra punkter.
Det aterstar att kontrollera randen. Den bestar av tva enhetsintervall 1angs koordina-
taxlarna och en kvartscirkel. P4 z-axeln har vi f(z,0) = z? som varierar fran 0 till 1
paintevallet 0 < x < 1.Lidngs y-axeln har vi f(0,y) = y som ocksa varierar mellan 0
och 1 pa intervallet 0 < y < 1. Léngs kvartscirkeln kan vi anvdnda parametriseringen
(x,y) = (cost,sint) och far da

f(z,y) = cos’t +sint =1 —sin®t +sint = 1 sint L 2+1 > sint 1Y’

x,Y) = int=1—sin int=1-—(sint — - —=——|(sint—=) .

Y 2) T171 2
Eftersom sin ¢ varierar mellan 0 och 1 far vi det storsta vérdet pa cirkelbagen som 5/4
och det minsta som 1 = 5/4 — 1/4. Nar vi jamfor de olika kandidaterna till storsta
och minsta vérde pa D ser vi att 5/4 dr storst och 0 minst.

Svar.
(a) Enligt sats ur boken antar kontinuerliga funktioner maximum och minimum pa kom-
pakta omraden.
(b) Det storsta virdet dr 5/4 och det minsta vérdet ér 0.
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2. Anvind en linjarisering kring punkten (zg,70) = (1,2) for att approximera vérdet av
funktionen f(x,y) = v/2? + 2y? ipunkten (1,2, 2,1). 4 p)
Losningsforslag. Linjariseringen av funktionen ges av gradienten. Vi har att

f(x,y) = f(xo,90) + (x — 20,y — ¥o) - grad f(zo, Yo)-
Vi beriknar forst gradienten som

grad f(z0, o) = 2xg 4110 _ Lo 2Yo
24/ + 295 2v/ %5 + 245 Vg + 205 /a6 + 205
vilket i punkten (z¢, o) = (1,2) ger

N T ;) (3)

Dirmed har vi enligt linjarinseringen att

F(1.2,21) ~ f(1,2) +(0.2,0.1) (;;‘) 06 359

Svar. Linjariseringen ger att f(1,2, 2,1) ~ 3,2.
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/ / 2zy dxdy
T

ddr T &r triangeln med horn i punkterna (0,0), (2,1) och (0, 3), exempelvis genom att
utfora variabelbytet = 2u och y = u + 3wv. 4p)

3. Berikna integralen

Losningsforslag. Om vi viljer att genomfora koordinatbytet kommer triageln att avbildas
pa en triangel och hornen i den nya triangeln ges av (u,v) = (0,0), (u,v) = (1,0) och
(u,v) = (0, 1). Jacobianen vid koordinatbytet ges av

ANw,y) 2 0

o(u,v) |1 3
Integranden ersitts med 22y = 2(2u)(u+3v) = 4u? +12uwv och vi kan beriikna integralen
genom upprepad integration.

1 1-v
// 2xy drdy = / / (4u® + 12uv) - 6 dudv
T 0 Jo

1 4 1—v
= / {—u?’ + 6u2v] -6dv
0, 3 0

= / 8(1 —v)® +36(1 — v)*vdv

-

A v? v? v}
— |20 —v)*+36- 2 —712. 0 4360
{ (1—-v)"+ 5 5 +367 )

=2+18-2449 =5.

Svar. // 2zy dxdy = 5
T
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DEL B

4. Vektorfiltet F(z, y) #r definierat i R? \ {(0,0)}, dvs i zy-planet férutom origo, genom

Yy T

(a) Berikna f% F - dr diir 7, ir enhetscirkeln 22 + y? = 1 orienterad moturs. 2p)

(b) Berikna fw F - dr didr v, dr cirkeln (x — 3)? + y? = 1 orienterad moturs. 1p)

(c) Forklara hur vi kan veta att F(z, y) inte dr konservativt. 1 p)
Losningsforslag.

(a) Vi parametriserar cirkeln 7; genom r(t) = (cost,sint). Dirmed har vi att dr =
r'(t) dt = (—sint, cost) dt och

/ F.d /Q’T sint cost (—sint D dt
dr = — , : - (—sint, cos
" 0 cos?t +sin®t’ cos?t + sin?t

2T 27
:/ sin2t+c082tdt:/ 1dt = 2.
0 0

(b) Cirkeln 7, innesluter inte origo, den enda punkt dér F' inte &r definerat och kontinu-
erligt deriverbart. Ddrmed kan vi anvinda Greens formel och med

x
P(z,y) = _ﬁg/? och Q(z,y) = R
har vi att
oQ OP 1 222 1 2¢/2
or oy 22+ (BP4y?)? (_fv2+y2 " (:r2+y2)2>
2 20% 4+ 2y°
- 22 + 2 o (22 + y2)? -
Darmed dr

F-dr= | Pdr+Qdy= 9@ 9PN Ly o,
-] L5 -%)

dédr C' dr omradet som innesluts av ..
(¢) Om F skulle varit konservativt skulle bada integralerna ha varit noll eftersom inte-
gralen av ett konservativt fét dr noll 6ver varje sluten kurva.

Svar.
(a) / F.-dr =2m.

(b)/F dr = 0.

(©) Om F hade varit konservativt hade bada integralerna varit noll.
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5. Ekvationen

az® + beos(r) = ¢

hardia =3,b= —2ochc=1enrotnidraz = 0,9.

(a)
(b)

Skriv ett Matlabprogram som bestdmmer roten med minst 6 decimalers noggrannhet.

(2p)
Antag nu att a, b och ¢ har en osikerhet pa +1%, +2% respektive +3%. Skriv
ett Matlabprogram som skattar roten sa bra det gar utifran denna osikerhet. Vilken
osidkerheten i roten ger osdkerheten i parametrarna upphov till? 2p

Losningsforslag.

(a)

(b)

En effektiv metod dr Newton-Raphsons metod. Vi anvinder startvirdet + = 0,9 och
tittar att korrektionerna (¢-vérdena) avtar snabbt. For 6 decimaler krdvs |t| < 0,5 -
10~%, men med tumregeln tar till en siikerhetsfaktor pé cirka tva tiopotenser.

a=3; b=-2; c=1; x=20.9;
t =1;
while abs(t)>1e-8;
f = a*xxA2 + bxcos(x) - c;
d = 2%xa*xx — bxsin (x);
t =1£f / d;
X =X - t;
end;
svar = x
Vi anvénder storningsriakning. Berikna forst roten med ostorda virden, sedan den rot

man far med varje parameter stord maximalt, en i taget. Sitt felgrinsen som summan
av beloppet av storningarna. Notera att relativa felet fas som absoluta felet delat med
storheten sjilv.

For enkel programmering ldgger vi ekvationslosningen fran del (a) i en funktion:

%- fkn.m - ------—--—————"-———"-"—""

function x = fkn(a,b,c);
x = 0.9;
t = 1;
while abs(t)>1e-8;
f = a*xxA2 + bxcos (x) - c;
d = 2x%xa*xx — bxsin (x);
t =f / d;
X =X - t;
end;

Med huvudprogrammet
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a=3;, b=-2; ¢c=1; x=0.9;

ra = 0.01; rb = 0.02; rc = 0.03;

xo = fkn(a,b,c); % Ostorda vardena

xa = fkn(ax(l+tra),b,c); % Stor varje parameter maximalt

(
xb = fkn(a,bx(1l+rb),c);
XC fkn(a,b,cx(1+rc));
rot = xo
felg = abs(xa—-xo0) + abs(xb-xo0) + abs(xc—-x0)
rel = felg/rot

far vi den Onskade utskriften
rot = 0.87280
felg = 0.011551
rel = 0.013234
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6. Arean av en buktig yta kan berdknas genom formeln
r
_ X _

// or 0
Das at

ddr r(s, t) dr en parametrisering av ytan 6ver omradet D i st-planet.
Vi ska se pa ytan som ges av den del av enhetsfiren 22 + 12 + 22 = 1 som ligger ovanfor
planet z = 1/2.
(a) Skriv upp den dubbelintegral som behover berdknas om vi anvinder sfériska koordi-
nater, dvs (x,y, z) = (sin ¢ cos #, sin ¢ sin 6, cos @), for att berékna ytans area.
(1p)
(b) Skriv upp den dubbelintegral som behover beriknas om vi anvédnder cylindriska ko-
ordinater, dvs (z,y, z) = (rcosf,rsinf, /1 — r?), for att berikna ytans area.

dsdt

(1p)
(c) Berdkna ytans area genom att berdkna nagon av de tva dubbelintegralerna fran del-
uppgift (a) och (b). 2p)

Losningsforslag.
(a) Vi beréiknar forst de tva derivatorna med avseende pa parametrarna

0
a;_ (cos p cos b, cossinf, —sin @)

dp

och
or

a0

Dérmed kan vi berdkna kryssprodukten
or " or
dp 00

= (—sinpsind,sinpcosb,0) .

= (cossinf - 0 — (—sin p) sin p cos b,

—sin p(—singsinf) — cos pcosf - 0,
cos  cos 0 sin ¢ cos 6§ — cos p sin §(— sin p sin 0))
= (sin? p cos @, sin” psin @, cos @ sin p(cos? O + sin? §))

= (sin? ¢ cos @, sin” psin 6, cos @ sin ).
Léangden av detta ges nu av

o o
dp 00

= /sin ¢ cos? 0 + sin® psin? 0 + cos? psin? ¢

= \/S.in4 @ + cos? psin® p = \/s.in2 v = |siny|.
Vi behover ocksa ta reda pa grianserna. Planet z = 1/2 moter sfiren i de punkter dér
r? 4 y* = 3/4, vilket motsvarar p = 7/3. Alltsd behover vi beridkna integralen

2r  pm/3
/ / sin o dpd?.
0 0
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(b) I den andra parametriseringen far vi

0
(9_; = (—rsinf,rcos,0)
och 3
a_ (COSH,siHQ, —L) )
or 12
Kryssprodukten blir nu
0 0 — 2sin@
8—2 X 8_71: = (rcos@- \/ﬁ —0-sin6,0-cost — %,—TSHIQQ —7’60829)

B r?cosf r?sin @
B (_\/1 2 V1 —TQ’_T>
Léngden av kryssprodukten blir
@Xﬁ :\/r4cos20+7’4sin28+r2:\/7“4—1—7’2(1—7“2): r
00 Or 1—1r2 1—1r2 1—1r2 V1—1r2

Integrationsgrinserna ges den hir gangen av 0 < 6 < 2mr och 0 < r < /3/2.
Integralen som ska berédknas dr darmed

21 pV3/2 r
———drdf.

(c) I det forsta fallet ska vi berikna

2w pm/3
/ / sin o dpdf = 27 [—Cosgo]g/g =2n(—-1/2—(-1)) ==
o Jo

och 1 det andra fallet ska vi berikna

/0% /oﬁ/2 \/%7’2 dr =2 [_m]fﬂ =2m(=1/2 - (=) =

Svar.

2r  pm/3
(a) / / sin o dodf
o Jo

21 v/3/2 r
b ——dr
(b) /O ; T

(c) Ytans area dr 7 areaenheter.
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DEL C

7. Betrakta ekvationen
¥ + y% =2
i omradet x,y > 0.
(a) Visa att denna ekvation i en omgivning av punkten (z,y) = (1,1) definierar y som

en funktion av z, alltsd y = f(z). 2p)
(b) Bestdm derivatan f'(1), dédr f dr funktionen fran deluppgift (a). 2p)
Losningsforslag.

(a) Enligt implicita funktionssatsen ricker det att kontrollera att den partiella derivatan av
vinsterledet med avseende pa y inte &r noll i punkten i fraga i och med att vinsterledet
har kontinuerliga partialderivator.

Med g(z,y) = x¥ + y*® far vi att

0 0

29— (maf)a? + 20 -y = L1 1) =)' +2-1-1' =2£0.

dy dy

(b) Vi kan anvinda implicit derivering for att eberékna derivatan av f(x). Derivatan av
ekvationen med avseende pa z blir

ya¥ ™ + (Infa])2" f'(x) + 2(n |y )y + 22 -y f'(z) = 0
vilket med (z,y) = (1,1) ger
140 f(1)+2:0-1+2-1-1- f(1) =0

och f'(1) = —1/2.
Vi kan ocksa gora detta genom att se att derivatan av h(x) = g(z, f(x)) ges av

dg 99
oz oyl @
och eftersom h(z) = 2 far vi '(x) = 0 och f'(z) = —%/g—g. Vi har redan riknat ut
g—Z(l, 1) och riknar ut den andra partialderivatan som
dg y—1 2 dg 1-1 2-1
— = 2(1 = —(1,)=1-1 2(In[1))17" = 1.
29—y 2(lnlyy 1) +2(In 1)

Diérmed fas pa nytt /(1) = —1/2.

Svar.
(a) Enligt implicita funktionssatsen definierar ekvationen y som en funktion av z néra
(:L‘,y) = (1’ 1)'
(b) Derivatan ér f'(1) = —1/2.
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8. (a) Skriv en funktion i Matlab som beriknar dubbelintegralen [ [ p [ (2, y) dvdy 6ver det

rektanguldra omradet ¢ < x < b, ¢ < y < d med hjilp av trapetsregeln for dub-
belintegraler med M delar i 2-led och N delar i y-led. Funktionen ska anropas med
kommandot dubbelIntegral (F,a,b,c,d, M, N) 2p)

(b) Om bade M och N fordubblas, med ungefir vilken faktor forvintas trunkeringsfelet,

berdkningsfelet, respektive tabellfelet andras? 1p)

(¢) Anvind funktionen dubbelIntegral frandel (a) for att skriva ett Matlab-program

som berdknar integralen

// e~ %Y dxdy
D

dir rektangeln D gesav () < z < 2och 1 < y < 2 med minst 6 decimalers nog-
grannhet. 1p)

Losningsforslag.
(a) Trapetsregeln i tva dimensioner over ett rektanguldrt omrade innebdr att man gor

(b)

trapetsregeln 1 en dimension 1 taget.
Programmet nedan integrerar forst i z-led, vilket resulterar i ett virde for varje y-
virde. Sedan gors trapetsregeln pa alla F'(y)-vérdena.
%$———-dubbelIntegral . m2———————"—"—""—"———————————————————————
function inte=dubbelIntegral (fkn,a,b,c,d,M,N);
dx=(b—-a) /M;
dy=(d-c) /N;
x=a+[0:M] *xdx;
y=c+[0:N]*xdy;
% GOr trapetsregeln i x-led, en for varje varde pa y.
F=0; % Blivande funktionsvarden i y-1led.
for 7 = 1:(N+1);
f=feval (fkn, x,y(J));% Berdkna alla funktionsvarden
i en rad, dvs fixt vy.
F(j)=dx*x(sum(f)-(f(1)+f(end))/2); % Trapetsregeln
end;
% GOr nu trapetsregeln i y-led:
inte = dyx(sum(F) - (F(l1) + F(end))/2);
end

o\°

En dubblering av M och N innebir en halvering av steget, h. Vanliga trapetsregeln,
T(h), séigs ha trunkeringsfel som beror av bara jimna potenser av 1, dvs E & c;h? +
cah*+c3h%+. ... En halvering av steget innebér dé en faktor 1/4 hos trunkeringsfelet,
vilket dven giller i flera dimensioner.

Berikningsfelet blir 4 génger sa stort eftersom antalet punkter dr (M +1)- (N +1) =~
MN.
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Tabellfelet dndras inte i och med att indata inte paverkas av en dubblering av M och
N.

(c) Felet skattas som vanligt genom att man jamfor tva berdkningar med halverad stegliangd.
Ligg satserna i uppgift (a) i en funktionsfil och anropa med successivt halverad
steglingd.

Vi behover forst definiera funktionen som ska integreras:

%- fkn.m - -----—-—1 """ ————
function fint=fkn(x,V);

fint=exp (-x.A2-y.A2);

a 0; b 1, ¢ =0; d=1;
N = 4; M = N;
inte (1) = dubbelint (fkn,a,b,c,d,M,N);
N = 2%N; M = 2xM; inte(2) = dubbelint (fkn,a,b,c,d,M,N);
iter = 2;
while abs(inte(iter)-inte (iter-1))>1e-8;
iter = iter + 1;
N = 2xN; M = 2xM;
inte(iter) = dubbelint (fkn,a,b,c,d,M,N);
end;
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9. Lat Q2 vara omréadet som ges av olikheterna 2% + y* + 22 < 4a® och 22 + y? > a2, och 1t
F(x,y,2) = (x + yz, —xz + y, 2 — e"siny).
Berikna flodet av vektorfiltet F ut fran (2. 4p)

Losningsforslag. Vi kan anvinda divergenssatsen for att berdkna flodet ut fran (2. Divergen-
sen av F' ges av

: oF, O0F, O0F;3
v I + ay + 92 + 1+ 3

Dirmed ges flodet ut ur omradet 2 av

J[[ 3 dzaya-.

For att berdkna denna trippelintegral kan vi anvinda cylinderkoordinater och far (z, y, z) =
(rcos,rsinf, z). Integrationsgrénserna ges av

a<r<2a och —+V4a?2—r2<z<+v4a?2-—1r2

Vi integrerar forst i z-led och far da

2 f2a  pV4a2—r2 2a
/// 3dxdydz / / / 3rdzdrdf = 27r/ 6rvaa® —r2dr
—V4a2—r2 a

= {—3 3(4a )3/2} =21 (—2-0+ 2 (3a*)*?) = 127]a*V3.

a

Svar. Flodet av F ut ur w ir 6|a|>v/3.




