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Generaliserade dubbelintegraler

Nar omradet ar obegransat behdver vi generaliserade
dubbelintegraler.
For att vara saker pa att den ar valdefinierad ser vi om bade
den positiva delen och den negativa delen &r konvergenta.
Skriv

f(va) = f+(X,y) - fﬁ(X7y)
dar f(x,y) > 0och f~(x,y) > 0.
Definition
Den generaliserade integralen [, f(x, y) dxdy &r konvergent
om det finns tal M™ och M~ sa att

// fT(x,y)dxdy < M* och // f~(x,y)dxdy < M~
Q Q

for varje kompakt kvadrerbart delomrade Q av D.



Generaliserade integraler

Fraga
Ar integralen ||, ﬁyz dxdy konvergent pa omradet D som ges
avx?+y2>17?

A. Ja
B. Nej
C. Vetgj



Trippelintegraler

Pa samma sétt som vi delade in rektanglar i mindre rektanglar
kan vi dela in ratblock i mindre ratblock. Darmed kan vi
definiera Riemannintegralen fér funktioner i tre variabler éver

ett ratblock A:
/// f(x,y,z) dxdydz
A
Definition

Ett omrade i R3 &r kvadrerbart om dess rand ar en nollméngd,
dvs kan tackas av ratblock av godtyckligt liten sammanlagd
volym.

Definition

En funktion &r integrerbar p& ett kvadrerbart omrade om
6versummor och undersummor kommer godtyckligt nara
varandra nar indelningen blir tillrackligt fin.



Integration av kontinuerliga funktioner pa kompakta
mangder

Sats
En kontinuerlig funktion p& en kompakt kvadrerbar méngd i R®
ar integrerbar.
Fraga

A _ 1 . o o 7
Arf(x,y,z) = N integrerbar pa omradet dar
1<x2+y?<2o0ch-2<z<2?

A. Ja

B. Nej
C. Vetgj



Variabelbyte i trippelintegraler

Vid variabelbyte

x = gi(u,v,w)

y = 92(u7 v, W)

z = gs(u,v,w)

behdver vi anvdnda Jacobideterminanten
_ d(Xay’ Z) _ ? ; 8vyv
J(U’V’W)_d(u,v,w)_det {gg z @
ou ov ow

och far

// /D f(x,, ) dxdydz

= /// f(x(u,v,w),y(u,v,w),z(u,v,w))|J(u, v, w)|dudvdw
E



Sfariska koordinater

y = rsinédsiny

X = rsinfdcosy
Z = rcosf

ger oss sfariska koordinater och

sinfcosyp rcosfcosy —rsinfdsing
J(r,0,p) =det | sinfdsing rcosfsing rsingcosy
cosf —rsiné 0

= (cos 0)(r? cos 6 sin 0) det [CQSQP —sin ﬂ
sing cosy
Cosy —sSing

— (—rsin#)(rsin? ) det [ )
sing  Ccos

] = r?sing



Integration med nivaytor

Om f(x, y, z) kan skrivas om h(g(x, y, z)) och omradet ges av
a<g(x,y,z) < ckan viintegrera med nivaytor:

/], ety 2 axeyaz = /ab h(u)V/(u) du

dér V(u) ar volymen av omradet i D dér g(x,y,z) < u.

Exempel
OmDgesavl < x2+y?+ 22 <4ar

1 .
///DXZ%-,VZJrZZdXdde—j" -4nr? dr = 4,

eftersom V(r) = 4n(r3 —1)/3 och V/(r) = 4xr?.
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