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Interpolation

Existens och entydighet

Om Xo, X1, - .., X &r distinkta finns ett unikt polynom av gradtal max n
som interpolerar punkterna (Xg,Yo), (X1,¥1), - -, (Xn, Yn)-

Ex: Exakt en linje passerar genom tva distinkta punkter.

Berédknas genom att I6sa linjart ekvationssystem

1 Xo X3
1 Xo X3

X3\ [ Co Yo
X [le| |y
Xn/ \Cn Yn

dar p(x) = Co + C1X + CoX2 + - - 4 Cpx"
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Interpolationsfel

Antag att f(x) &r en snall funktion.

Interpolationsfelet (punktvis)
Om p(x) interpolerar f(x) i noderna xp < x; < Xz < --- < X géller

{2 (g)

() = PO = (x = X0)(x =x0) -+ (X = Xn) g

for nagot £ € [Xo,Xn] NAr X € [Xo, Xn]. (£ beror pa x.)

Maxfelet vid linjar interpolation
Om p(x) ar linjar funktion som interpolerar f(x) i noderna a och b galler

max [10¢) - pox)l < =8 max [17(e)
a<x<b - 8 a<é<b
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Ekvidistant interpolation

Lika langt mellan alla noder i intervallet [a, b]
Xj = a+jh, h=(b—a)/n,

for n noder. (n antas stort, h litet.)

@ Interpolation med hogt gradtal pa ekvidistanta noder ofta daligt.
Ger stora fel pa grund av Runges fenomen (vilda oscialltioner i
intervallets &ndpunkter). Felet -4 0 nér antal punkter n 6kar.

@ Styckvis polynominterpolation béttre.

Styckvis linjar interpolation

2

h
_ < "
max [f(x) —p()l < 5 max |F7()]

Felet — 0 som O(h?) narh — 0 (n — oo).
Noggrannhetsording 2.
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Numerisk integration

@ Trapetsregeln = exakt integration av styckvis linjar interpolation

/bf(x)dx ~h (@ xa) 4+ F(Xn1) + f()z(n)>

darx; =a-+jhochh=(b—a)/n.
Noggrannhetsording 2.

@ Simpsons formel = exakt integration av styckvis kvadratisk
interpolation

b
h
/a f(x)dx ~ 7 f(xo)+4lz f(x) +2 Z f(x) + f(Xn)
j udda j jdmn
0<j<n 0<j<n

Noggrannhetsording 4.
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Approximera

4 2x
—dx
|, =

med trapetsregeln och steglangd h = 1. Svaret blir

Q2
Q 52
Q3
Q 13/4
@ 15/4
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Approximera

4 2x
—dx
|, =

med Simpsons formel och steglangd h = 1. Svaret blir

Q 83
Q3

@ 19/6
Q 10/3
@ 192

Olof Runborg (KTH) Interpolation och numerisk integration SF1669 7112



Numerisk integration i 2D

Betrakta dubbelintegralen

b pd
/ / f(x,y)dydx
a [

Ide: Applicera 1D-varianten av trapetsregeln pa de upprepade
integralerna. Anvand ny + 1 punkter i x-led och ny + 1 punkter i y-led:

b d N Ty
//f(X,y)dde%sz(xjﬂk)hxhyWLk
a Cc ]:0 k=0
dar
1, inre punkter,

Wik = q1/2, kantpunkter,
1/4, hornpunkter.
Nodpunkterna ges av x; = a + jhx och hy = (b —a)/ny och
Yk = ¢+ khy och hy = (d —c)/ny.
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Approximera

11
/ / cos?(xy m)dxdy
o Jo

med trapetsregeln och steglangd h = 1/2. Svaret blir

Q 12
Q 58
Q 13/8

Q 52
@ 132
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Noggrannhetsordning

Definition
Noggrannhetsordning for u,, ~ u ar det storsta p sa att

|uh - u| < Chp7

for nagot tal C som ar oberoende av h.

Ofta géller starkare samband
Uh — U= ChP =

@ Felet minskar med faktorn 2P nar h halveras

@ Plot av felet |up, — u| mot h i loglog ger rak linje med lutning p

@ |up —u[ < 2|up — Upyp| (0m p > 1) = Gor alltid (minst) tva
berékningar, med h och h/2, for att fa en uppfattning av felet.

@ Noggrannhetsordningen kan uppskattas fran up, Un/2 Och Uy /4,

Uh — Up/2

Uh/2 — Uh/s
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Felen vid en viss typ av interpolation med olika steglangder h blev

h 0.2 0.1 0.05 0.025
fel | 1.8365-10~% | 1.2042-10~° | 7.6157-10"' | 4.7738 - 108

Vad &r noggrannhetsordningen?

Q1
Q2
Q3
Q4
Q5
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Resultaten I, frdn en viss numerisk kvadraturmetod med olika
steglangder h var

h 0.2 0.1 0.05 0.025
I, | 3.2861 | 3.1954 | 3.1500 | 3.1272

Vad &r noggrannhetsordningen?

Q1
Q2
Q3
Q4
Q5
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