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Infér laborationsredovisningen

v

Redovisningarna &r i en sal, Spelsalen, som inte &r s stor.
Det finns ingen direkt tid eller plats fér hjalp/handledning.

Kom i god tid for er redovisning.

v

v

Logga in pa en dator och ha Matlab med era program
framme nar det ar er tur.

Var val férberedda.
Det finns fortfarande fler redovisningstider.

v

v



Trippelintegraler

Pa samma séatt som vi delade in rektanglar i mindre rektanglar
kan vi dela in ratblock i mindre ratblock. Darmed kan vi
definiera Riemannintegralen for funktioner i tre variabler Gver

ett ratblock A:
/// f(x,y,z) dxdydz
A
Definition

Ett omrade i R® ar kvadrerbart om dess rand &r en nollmangd,
dvs kan tackas av ratblock av godtyckligt liten sammanlagd
volym.

Definition
En funktion &r integrerbar pa ett kvadrerbart omrade om

6versummor och undersummor kommer godtyckligt nara
varandra nér indelningen blir tillrackligt fin.



Integration av kontinuerliga funktioner pa kompakta
mangder

En kontinuerlig funktion p4 en kompakt kvadrerbar méngd i R®
ar integrerbar.

Fraga

" B 1 . - . R
Arf(x,y,z) = W integrerbar pa omradet dér
1<x?+y?°<2o0ch-2<z<2?

A. Ja
B. Nej
C. Vet gj



Variabelbyte i trippelintegraler

Vid variabelbyte
x = gi(u,v,w)
y = gZ(“? v, W)
z = gs(u,v,w)

behoéver vi anvanda Jacobianen

ox  9x  9x
X y.2) e |8 B O
a(u, v, w) % A %7";
ou ov ow

och far

// f(x,y,z) dxdydz

///f u,v,w), uvw)z(uvw))‘a((;(y’w)) dudvdw




Sfariska koordinater

y = rsingsiné
Z = rcos¢

{x = rsingcosd

ger oss sfariska koordinater och Jacobianen blir

A(x,y,2) singpcosf rcos¢cosf —rsingsind
ﬁ =det | singsingd rcos¢sind rsingcoso
(r,,0) CoSs ¢ —rsing 0

= (cos ¢)(r? cos ¢ sin ¢) det [COSH —sin 9]

sinf cosd

cosf —sinf
sind cosd

— (—rsin ¢)(rsin? ¢) det [ } = r?sin¢



Volymsberakning

Vi kan berékna volymen av omradet K mellan tva grafer
z =f(x,y) och z=g(x, y) genom

///}(1 dxdyxz = //D g(x,y) — f(x,y) dxdy

dar D ar omradet dér f(x,y) < z < g(x,y).

Exempel (SF1626 —
Tentamen 2013-05-27,

Uppgift 2)
Berakna volymen av det S p “"“‘-‘-‘\‘\\\\\;‘\\\\\\\

A T T
omrade som begransas av ST

ytorna z = x2 och
z=2—x°%-2y2




Volymsberakning

Exempel (SF1626 —
Tentamen 2013-05-27,

Uppgift 2)

Berékna volymen av det
omrade som begransas av
ytorna z = x? och
z=2—x°%-2y2

Var bérjar vi?

A. Beskriva omradet
B. Vélja koordinater (rektanguléra, polara, andra?)
C. Valja integrationsmetod



Area av en yta

Vi kan berékna arean av en yta som parametriseras av r(s, t)

genom
/h
Exempel (SF1626 —

Tentamen 2013-05-27,

dsdt

o or
os Ot

Uppgift 5)

Berékna arean av den del S av
den koniska ytan z = \/x2 + y?2
som ligger 6ver omradet

0 < x <1—y?ixy-planet.




Area av en yta

Exempel (SF1626 —
Tentamen 2013-05-27,

Uppgift 5)

Beridkna arean av den del S av

den koniska ytan z = \/x2 + y?
som ligger 6ver omradet
0 < x <1—y?ixy-planet.

Var bérjar vi?

A. Vélja parametrisering av ytan
B. Vélja koordinater (rektanguléra, polara, andra?)
C. Valja integrationsmetod



Troghetsmoment

Roérelseenergin fér en stelkropp K under rotation med en
vinkelhastighet w ges av Jw?/2 dér

J= [[[ .y, 2P(x.y. 2) drcyetz
K

dar D(x, y, z) &r avstandet fran (x, y, z) till rotationsaxeln.

Exempel (Tentamen

2013-01-10, Uppgift 3)

Kroppen K ges av
X2+ y?<z<2—x2—y2
Berakna troghetsmomentet
m.a.p. z-axeln, dvs

/ / /K (x2 + y?) dxdydz




Troghetsmoment

Exempel (Tentamen

2013-01-10, Uppgift 3)

Kroppen K ges av
X2+ y2<z<2—x2—y2
Berékna troghetsmomentet
m.a.p. z-axeln, dvs

/ / / (X2 + y2) dxdydz
K

Var bérjar vi?

A. Beskriva kroppen
B. Vélja koordinater (rektanguléra, sféariska eller cylindriska)
C. Valja integrationsmetod



Tyngdpunkt

Vi kan berakna tyngdpunkten hos en stelkropp K genom
1
(X07yC)ZC) = V ///K(X’yv Z)p(Xay) Z) dXdde,
dar V &r kroppens volym.

Exempel (Tentamen

2013-08-22, Uppgift 6)

Lat K vara ett homogent
halvklot som har radie R,
medelpunkt i origo och ligger
Over xy-planet. Berakna
z-koordinaten fér kroppen K':s
masscentrum, dvs

1
V///szxdydz

dar V ar volymen av K.




Medelvarden
Vi kan berdkna medelvarden éver omraden genom

_ [[J« f(x,y, z) dxdydz

My (1) [J[ 1 dxdydz
i rummet eller ff A ) dvdl
_JJp X, y)axay
mp(f) = [Jp 1 dxdy
i planet.

Bestam det genomsnittliga
avstandet till origo fran punkter
i rektangeln 0 < x <1,

1 < y < 3, dvs berdkna

1
_ Jx2 4 y2
2//0 X2 + y2dxdy.
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