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Losningsforslag till tentamen 15.03.13

DEL A

1. Planet H ges av ekvationen 3x — 2y + 5z + 1 = 0.

a) Bestdm en linje N som &r vinkelrdt mot H. 2p)
b) Bestim en linje L som inte skér planet H. 2p)
3
Losningsforslag. a) Vi vet att vektorn 77 = | —2| dr vinkelrdt mot planet H. Diarmed vill
5
varje linje pa formen {P + ¢ - 77 | tal ¢} vara vinkelrdt mot H, for varje vald punkt P. T.ex
3t
kan vi vilja P som origo, och vi har att linjen | —2¢| (parameter ¢) dr vinkelrdt mot H.
bt

b) Vi viljer tva punkt () och R i planet, och bildar vektorn v = R — (). Da vill varje
linje pa formen { P + ¢¥ | tal t} vara parallell med planet H. Om vi sedan viljer punkten
P att inte ligga i planet, har vi en linje som inte skédr H. Vi viljer punkterna

-1 -2
Q=|-1| och R=|0],
0 1
—1 0
vilket ger v = | 1 |.Och viviljer P = |0|. Detta ger oss linjen
1 0
—t
{| t | |talt}.
t

Svar.
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2. Lat €7, €3, €3 vara standardbasen for R?. Betrakta den linjdra avbildningen F': R?® — R?
som &r definierad genom

- 1 . 2 . 1
F(é) = {O],F(@): l 1 } och F(é3) = [ 1 }
-3
(a) Bestdm F'(¥) dér ¢ = 1 . (1p)
1
(b) Bestdm dimensionen av nollrummet Ker(F'), och bildrummet Im(F"). 2p
(c) Bestidm en bas for nollrummet Ker(F'). 1p)
Losningsforslag.
(a) Standardmatrisen for F' ar { (1) _21 1 }, sa
-3
|1 2 1 10
o=l ]| =]

(a) Standardmatrisen Gauss-reduceras till

10 3
A:{o 1 —1}

Man konstaterar att rangen av standardmatrisen ar 2, vilket betyder att dim Im(F') =
2. Enligt dimensionssatsen dr dimR? = dimIm(F) + dim Ker(F') och alltsa &r
dim Ker(F') = 1.
(b) Eftersom dim Ker(F) = 1 utgor varje enskild vektor ¥ # 0 som uppfyller F'(%) = 0
-3
en bas. Fran (a) foljeratt { | 1 |} dr en bas.
1
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3. (a) Vad menas med begreppet egenvektor? 1p)
(b) Avgor vilka vektorerna

=B =[] =[] e o= [

som dr egenvektorer till matrisen A = E g . 2p)
(c) Bestam egenvirden och tillhorande egenrum till matrisen A. 1p)

Losningsforslag.
(a) Att 7 dr en egenvektor till matrisen A betyder att & dr nollskild och parallell med A,
dvs att det finns en skaldr \ sa att AT = A\7.
(b) For att se vilka av vektorerna som dr egenvektorer multiplicerar vi dem med matrisen
och ser om resultatet dr parallellt med vektorn.
Vi far

L |1 51 [1-1+5-5 |26 N S
Ax = {1 5} {5] = {1'1+5.5} = {26} som inte dr parallell med 7,

Ay = {1 5} [_2} - L . 10+5,(_2)] = {O} som ér parallell med /,

L v os]1] [1-1+5-1] [6 i} ~
AZ = [1 5| {1} = { } = {6} som dr parallell med 2

1-1+5-1
och
SO U B I O N B O S T ) R . .
Aw = [1 51 {_1_ = {1 145 (_1)} = [_4} som dr inte parallell med ¥.

Alltsa ser vi att ¢ och 2" dr egenvektorer, medan & och 0 inte &r det.

(c) Fran beridkningen i del (b) ser vi att i/ dr en egenvektor med egenvirde 0 och 2" dr
en egenvektor med egenvirde 6. Eftersom det hogt kan finnas tva olika egenvirden
maste dessa vara samtliga och motsvarande egenrum ges av multiplerna av vektorerna
iy och Z.

Svar.
(b) ¥ och z dr egenvektorer till A.
(a) Egenvirdena dr 0 med egenrum Span{y} och 6 med egenrum Span{Zz}.
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DEL B

4. I R* har vi, for varje tal a, féljande tre vektorer

1 2 4
R 2 R a S 2
1= 0 , Ug = 1 och V3 = 3
-1 3 11
Vi later V' = Span(;, U, ¥3) vara deras linjdra holje.
(a) Bestdm for vilka virden a vektorrummet V' har dimension tre. 2p)
(b) Lt a = 1, och bestim en bas till det ortogonala komplementet V. 2p)

Losningsforslag.
a) Vektorrummet V' har dimension tre om (och endast om) vektorerna #;,05 och v dr
linjért oberoende. Detta dr ekvivalent med att matrisen

1 2 4

2 a 2

A= 01 3

-1 3 11

har rang tre. Matrisens rang bestimmer vi med hjilp av elementéra radoperationer.

1 2 4 1 2 4 1 2 4 1 2 4
2 a 2 0 a—4 —6 0 1 3 01 3
01 3 0 1 3 0 a—4 —6 0 0 6—3a
-1 3 11 0 5 15 0 5 15 00 0

Matrisen A har rang 3 om (och endast om) 6 — 3a # 0 dvs om a # 2. Ddarmed har V/
dimension 3 om a # 2.

b) Det ortogonala komplementet V' bestér av alla vektorer @ = som &r ortogo-

S vwe 8

nala mot basvektorerna

1 2 4

- 2 ~ 1 . 2
1= 0 s 9 = 1 och V3 = 3
-1 3 11

Detta betyder att v} - v = 0, - % = 0 och v3 - & = 0. Skriver vi ut detta erhaller vi
det homogena ekvationssystemet
r+2y—w=20
2r+y+24+3w=0
dr + 2y + 32+ 11w = 0.
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Vi gor elementira radoperationer pa totalmatrisen till systemet

1 2 0 -1 1 2 0 -1 1 2 0 -1 1 0 0 -1
211 3|~]0-31 5|~1/0-31 5|~1(010 0
4 2 3 11 0 -6 3 15 0 0 1 5 0 01 5
Vi betecknar w = t och far z = —5¢, y = 0 och x = t. Alltsa har vi att
1
1 0
Ve=A{t 5 | tal t}.
1
1
Hiérav foljer att vektorn _g dr en bas till V*.
1

Svar.
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5. (a) Definiera vad som menas med koordinatvektorn for en vektor med avseende pa en
bas. 1p)
(b) Betrakta foljande vektorer i R:

o] e -]l

Bestim en bas B for R? sadan att koordinatvektorn for @ dr @ och koordinatvektorn
for 0 dr 7. 3p)

Losningsforslag. a) Lat 5 = {é),...,é,} vara en bas for vektorrummet V', och lat & vara
en vektor. D3 kan ¥ uttryckas som

n
T = E aigiv
=1

for nagra skaldrer a4, . . ., a,. Den ordnade sekvensen av skalérer
a
~ a2
[l‘] B -
a,

kallas koordinatvektorn till ¥ med avseende pa basen [3.

b) Lat {€, f } vara den sokta basen for R?. Kraven #r att 0 = € — fochatt @ =2+ 2f,
Dessa tva krav kan vi skriva som

v |1 -1 €
a1 2 |f|°
Inverterar vi 2 x 2-matrisen, far vi sambandet att
1 2 1| [d] _|€
31-1 1| || |f]°

Med andra ord har vi att

och

Svar.
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6. Lat v = {Z] och 7l = ccl] vara tva nollskilda vektorer i R?, dir ac + bd = 0. Lat L vara

det linjdra holjet till v.

(a) Varfor dr 3 = {7, 71} en bas for R2? (1p)

(b) Lat T': R? — R? vara speglingen om linjen L. Bestiim matrisrepresentationen B till

T med avseende pa basen (. 1p)

(c) Lat P vara basbytesmatrisen frin standardbasen till 3. Bestim P~!BP. 2p)
Losningsforslag.

a) Tva vektorer i ett tvadimensionellt vektorrum bildar en bas om och endast om de dr
linjart oberoende. Noll-skilda vektorerna® och 71 4r ortogonala eftersom skaldrprodukten
U -1 = ac + bd = 0. Detta medfor att ¥ och 7 dr tva linjért oberoende vektorer och
ddrmed bildar de en bas i R2.

b) Vid speghngen 1linjen L = Span( v) avbildas® pa och 7i pad —7i. Fran T'(¢) = ¢ =
1-940-mochT(n) =—n =0-0—1-n far vi att avbildningens matris i basen

B— {7} ir B— [(1) _(1)]

¢) Matrisen () = [ Z 2 } ar overgangsmatrisen fran f till standardbasen. Darmed &r

P=Q'=- d e [ _C; _s ] Overgangsmatrisen fran standardbasen till 5. Harav

hpp_ | @ c 1 0 1 d —c
P BP_{Z) dHo —1}ad—bc[—b a

1 a c d —c| 1 ad + bc —2ac
ad—be | b d b —a _ad—bc 2bd —bc—ad |’

Anmirkning: Om b # 0 och vi substituerar d = —ac/b, kan vi férenkla svaret till
1 a’? — b? 2ab
—1 _
P BPGZ_H)?[ 2ab bz—az]

¢’) Alternativt: Eftersom P~! BP ir avbildningens matris i standardbasen kan vi beriikna
matrisprodukten genom att avbilda en godtyckligt vektor. Lat & = [ﬂ vara en vektor
i R?. Vi har att
= proj(4) + (4 — proj(1)).
Detta ger att T(u) = 2proj,(u) — u. Vi har att linjen L spinns upp av vektorn
U= {Z] , och vi erhaller att

L R axr+by | a T
T(u)_QU-ﬁv_u_2a2+b2{b}_{y}
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2a2x+2aby a?—b2 2ab
— a?+b? _ |7 — a?+b?  a2+b? x
_ 2abz+2b%y Yy 2ab b2 —a? Yy
a2 +b2 2+02  a2+4b2
a’-b? 2ab

Alltsa ar “222;52 gg + abi avbildningens matris i standard basen och ddarmed dr
pro R

a?—b2 2ab
—1 _ a? +b2 a2 +b2
P™"BP = 2ab b%2—a?

pra R
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DEL C

7. Talféljden { fo, f1, f2, f3,- - -, } satisfierar foljande rekursiva formel

fn+2 = 2fn+1 +8/n, (*)

for alla n > 0. De tva forsta termerna i talfoljden ar kidnda, fy = a och f; = b. Uttryck

fns+1 som en sluten formel i a och b. (Tips: Beteckna F'(n + 1) = [ Jni och skriv

Jn

ekvationen (*) pa matrisform). (4 p)

Losningsforslag. Vi har att F'(n 4+ 1) = AF(n), dér
2 8
4= L O} |
Det foljer da att F'(n+1) = A"F(1). Om vi betraktar matrisen A som en linjér avbildning
pa R?, sd har vi att A = PDP~! dir P #r dvergdngsmatrisen frén en bas av egenvektorer
till standardbasen, och ddr D &r en diagonalmatris med egenvirden pa diagonalen. Specielt

vill vi anvénda detta for att berdkna A”.
Det karakteristiska polynomet till A dr ¢(\) = (A — 2)\ — 8. Nollstillerna dr

O=cA)=X-22+1-9=(\—-1)>*-09.
Det vill sdga, A = —2 och A = 4. Vi bestimmer sedan de tillhérande egenrummen. For

A = —2 ges egenrummet av ekvationen x + 2y = 0. En bas dr € = {_2 } . Egenrummet

1

tillhorande egenvérdet A = 4 ges av ekvationen x — 4y = 0. En bas ar f = {ﬂ . Detta ger

Overgangsmatriserna

2 4 11 4
P—[_l 1] och P _EL 2}
Vi har att
n __ np __ (_2)n 0 —1
A"=PD"P =P [ 0 4n P
S22 4] [(=n" o]t —4
6 |1 1 0 2" (1 2
1)

St enre2 427 1 —4

3 [ (=Dt on |12

2" (=)™ 244-20 (—1)"t.8 4827
- 3 (_1>n+1_|_2n (_1>n.4+2n+1 .
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Vi har att F'(n 4+ 1) = A"F(1), vilket ger att
2n—1
3

foor = == (=1 2442704 (1) -8 48 2")a)

2n+2

T((—1)"+1 + 2")a.

(=)™ +2"H)b +

3

Svar.
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8. Betrakta foljande tva figurer. (Vid varje punkt anges dess koordinater i ett vanligt cartesiskt
koordinatsystem.)
(11/2,13/2)

(3/2,9/2)
(3,3) (5,3) (13/2,9/2)
0.2) (6,3)
4.1)
(2,0) (3,0 (-3,1)
(a) Bestim en linjir avbildning T': R? — R? som transformerar den viinstra figuren till
den hogra. Du ska ange matrisen for 7'. 2p
(b) Bestdm arean for det inneslutna omradet i den hogra figuren. 2p)
Losningsforslag.

(a) Det giller forst att lista ut vilka punkter i den vénstra figuren som ska avbildas pa

vilka punkter i den hogra figuren. Lat oss ge namn at tre (ortsvektorer till) punkter i
den vinstra figuren: 5 := [$], 7:= [2] och7:= [}].
Eftersom ¢ = 27 och T ir linjir sd méste 7(¢) = 27(). Dom enda punkter i den
hogra figuren som uppfyller denna relation &r (4, 2) och (6, 3) sa vi maste ha 7'(¢) =
[4] och T'(7) = [§]. I den vinstra figuren ér ' granne till ¢, s& vi vill att 7'(p) ska
vara granne till 7'(¢) och dd maste T'(p) = [ *].

Ekvationerna T'([3]) = [3] och T'([$]) = [ 7] ger tillsammans att matrisen for T
maste vara
14 -3
as1ft ]

En kontroll visar att A avbildar dven dom andra punkterna korrekt:

-0 - ()] - 3

(b) Om vi ritar in nagra hjdlplinjer i den vénstra figuren blir det litt att berékna arean av
dess inneslutna omrade.

(3.3) (5,3)

0.2)
(4.1)

(20) (3,0
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Dom skuggade trianglarna har arean 3/2 och 1, och den resterande arean ér 5 + %
Alltsé blir den totala arean av det vénstra omradet g +1+5+ % = 9. Determinanten
av Adr (1/2)%-(4-1—(=3)-2) = 5/2 s det hogra omradet har arean 9 - 3 = 45/2.
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9. Om A, B, C och D iar kvadratiska matriser av samma storlek kan vi bilda en storre kvadra-
tisk matris som blockmatrisen

A B
M= { A D] |
Antag att A &r inverterbar och att matriserna A och C' kommuterar med varandra, dvs att
AC = CA. Visa att (4p)

det(M) = det(AD — CB).
(Du kan anvinda fritt att om B eller C dr noll-matrisen, da géller att det(M) = det(AD).)

Losningsforslag. D& matrisen A~! existerar kan vi konstruera matrisen

I 0
—A7tC I

ddar [ dr identitetsmatrisen, och 0 dr noll-matrisen. Badda av samma storlek som matri-
serna A, B, C' och D. Den konstruerade matrisen har uppenbarligen determinant 1. Detta
betyder att matrisen, som ges av produkten,

e il o)

har den sokta determinanten det(A/). Nir vi beridknar produkten ovan erhéller vi matrisen

A B
—ATICA+C —-A"'CB+D|"

Vi anvinder nu att CA = AC. Blocket lingst ned till vinster blir dd —A~'CA + C =
—ATAC + C = —C + C = 0. Vi anvinder sedan att vi kiinner till determinanten for
blockmatriser dir ena blocket ar noll, dvs att

A B
det( [o ~A'CB+ D

Detta betyder att den sokta determinanten ér det(M) = det(A) det(—A~'CB + D). Vi
vet fran kursen att determinanten bevarar produkt, sa

det(A)det(—A'CB + D) = det(A(—=A"'CB + D)) = det(—CB + AD).
Ochda —CB + AD = AD — CB har vi visat pastaendet.

} ) = det(A)det(—A™'CB + D).




