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DEL A
1. Lét f(z,y) =1 — 2% — y2
(a) Skissa nivakurvorna f(z,y) = ctill f forc=0,c= —1ochc = —2. 1p)
(b) Berikna grad f(z,y) i de fyra punkterna (+1, +1), pa nivakurvan f(z,y) = —1 och
rita in dessa vektorer i figuren. 2p)
(c) Vi vill ocksa studera funktionen g(x,y) = \/f(z,y). I vilka punkter (z,y) i R? dr
funktionen ¢ vildefinierad? Skissera denna punktméngd. 1p)

Losningsforslag.
(a) Nivdkurvan f(z,y) = 0 ges av 1 — 2% — y? = 0, dvs enhetscirkeln. Nivikurvan
flx,y) = —1gesavl—a?—y? = —1,dvs 2>+ y? = 2, vilket dr en cirkel med radie
v/2 med centrum i origo. Nivikurvan f(z,y) = —2 ges av 1 — 22 — y> = —2, dvs
x%+y? = 3, vilket ir en cirkel med radie v/3 med centrum i origo. De tre nivakurvorna
ar alltsa cirklar med radie 1, v/2 respektive V'3, alla med centrum i origo.

1N,
/

(b) grad f(z,y) = (—2x, —2y). Nér vi sitter in detta i punkterna far vi

~

rad (1.1) = (-2.-2)
gradf( ) = (27 _2)7
grad f(1, —1) = (-2,2),

grad f(—1,—-1) = (2,2).

Nir vi ritar in vektorerna i figuren far vi ddrmed pilar som pekar fran var och en av
de fyra punkterna till motstaende punkt.
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(c) For att g(z,y) = /f(x y ska vara vildefinierad berhover f(x,y) > 0. Detta bety-
der 1 — 22 — 9% > 0, dvs 2% + y* < 1. Alltsé ér detta pa enhetscirkelskivan.

g=n
@

Svar.
(a) ¢ = 0 ger enhetscirkeln, ¢ = —1 ger en cirkel med radie v/2 och ¢ = —2 ger en cirkel
med radie v/3, alla med centrum i origo.
(b) grad f(1,1) = (—2,—2), grad f(1,—1) = (—=2,2), grad f(—1,1) = (2,-2),
grad f(—1,—1) = (2,2).
(©) g(xz,y) dr Valdeﬁnlerad pa enhetscirkelskivan, 2% + y* < 1.
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2. Omradet D i xy-planet beskrivs av olikheterna 0 < z < 2y < 3.
(a) GOr en skiss over omradet D. 2p)

(b) Berikna integralen
/ / eV’ dxdy
D

genom upprepad integration med borjan i x-led. 2p)

Losningsforslag.
(a) Vi far ett trianguldrt omrade med horn i punkterna (0,0), (3,3/2) och (0,3/2) som
begrinsas av linjerna x = 0, y = x/2 och y = 3.

y

| X

T

1

Vi ser det genom att x maste ligga mellan 0 och 3 och for varje virde pa x i det
intervallet ligger y i intervallet = /2 och 3.
(b) Vi berdknar dubbelintegralen med upprepad integration

, 3/2 2y 3/2 272y
// e’ dxdy :/ / e’ dxdy :/ [:pey} dy
D 057570 0 0

) ,13/2
:/ 2ye” dy = [ey] =4 1.
0 0

Svar.
(a) D dr en triangel med horn i punkterna (0, 0), (3,3/2) och (0,3/2).

) / / e dudy — ¢4 — 1.
D
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3. Funktionen f som ges av f(z,t) = sin(3x — 4t) uppfyller den partiella differentialekva-
tionen
2f  10°f
ox2 2 Ot?
dér c dr en konstant.
(a) Bestdm konstanten c. 2p)
(b) Visa att u(x,t) = g(3x — 4t) och v(x,t) = g(3x + 4t) dr 1osningar till samma
differentialekvation om g dr en godtycklig tva ganger deriverbar funktion. 2p

Losningsforslag.
(a) Vi beréknar derivatorna och far med hjélp av kedjeregeln att

or _ Of

pri —4 cos(3x — 4t), i —16sin(3z — 4t)

och

of

O f
e 3cos(3x — 4t),

da?
Dirmed ér ¢ = 16/9 och ¢ = +4/3.
(b) Vi berdknar derivatorna med hjilp av kedjeregeln och far

ou 0%*u
T _4g' (32 — 4 IY _16g" (3¢ — 4t

2
= —9sin(3z — 4t) = 1%%

och

ou 0%u 9 J%u
2 =3¢/ (3x — 4t o —9¢" (3 —4t) = ——
o =39 Br =4, G =99 B ) =
och eftersom ¢? = 16/9 har vi att u(z, t) uppfyller ekvationen. P4 samma sitt far vi
v 0?v
— =4¢' (3w + 4t = = 169" (3 + 4t
och
v 0%v 9 0%
2 = 3¢/ (32 + 4t = 9¢" (31 +4t) = — —
g = 39 Bu ), 55 =99 Be ) = 5
och dven v(z, t) uppfyller ekvationen.

Svar.
(a) c = +4/3.
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DEL B

4. Bestidm alla lokala extrempunkter till funktionen f(z,y) = y? + 42® — *. Om man fyller

den skal som funktionsytan z = f(x,y) bildar nira origo med vatten, till vilken hojd kan
skélen fyllas? 4p)

Losningsforslag. Funktionen ir ett polynom och ddarmed kontinuerligt deriverbar verallt.

Lokala extrempunkter kan dérfor bara finnas dér gradienten &r noll. Vi berdknar gradienten
som

Vf(z,y) = (8z —42°,2y) .
Diérmed ges de stationéra punkterna av l6sningarna till

4r(2—2%) = 0
2y = 0

Den forsta ekvationen har 16sningarna z = 0 och x = ++/2. Den andra ekvationen har
endast 16sningen y = 0. De stationira punkterna ges dirmed av (0,0), (+v/2,0).

For att kontrollera att vilka av de stationdra punkterna som &r lokala extrempunkter
kan vi se pa Taylorpolynomet av ordning tva i de tre statindra punkterna. I origo ges
Taylorpolynomet av 422 + ¢ vilket ger ett lokalt minumum. I punkterna (++/2, 0) har vi
andraderivatorna

0 f 0% f 0% f

—- =8—12(xVv2)* = —16 =0 och —=% =2

Ox? (=v2) " 0xdy ¢ Oy?
Dirmed 4r Taylorpolynomet —8(x — ++/2)? 4+ y? som innebir att punkterna ir sadelpunk-
ter.

Vi behover se hur hogt ver det lokala minimum som ges av origo som de Gvriga tva
stationira punkterna ligger pa funktionsytan. Vi har f(0,0) = 0 och f(4/2,0) =4 -2 —
4 = 4. Darmed kan skalen fyllas till hojden 4 lingdenheter.

Svar. Det finns bara en lokal extrempunkt som dr (0, 0) och skélen kan fyllas till hojden 4

langdenheter.
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5. (a) Bestim en parameterkurva y som startar i punkten (1,0, 1), slutar i punkten (0, 1, 1)
och ligger pa ytan z = 2 + y°. (1p)
(b) Skriv upp den enkelintegral som behdvs for att beridkna kurvintegralen

/(y2+z)dx+2:1:ydy+xdz
Y

dér v dr kurvan fran deluppgift (a). 1p)
(c) Vektorfiltet F(x,y, z) = (y*+z, 22y, x) ir konservativt och kurvintegralen i delupp-
gift (b) kan beriknas med hjélp av en potential. Berdkna kurvintegralen med hjilp av
potentialen eller genom att berdkna enkelintegralen fran deluppgift (b). 2p

Losningsforslag.

(a) Det finns méanga olika val, men vi kan t.ex. vélja en kurva som ligger i planet z = 1
och da ges en parametrisering av r(t) = (cost,sint, 1), dir 0 < ¢ < /2. En annan
lamplig parametrisering dr 6ver en rak linje i zy-planet, dvs r(t) = (1 — ¢,¢, (1 —
62 +t*) = (1 —t,t,2t2 — 2t + 1).

(b) Vi far dr = (—sint, cost,0) dt och dirmed ges kurvlintegralen av

/2
/(y2+z)d:c+2xydy+xdz :/ (sin®t + 1)(—sint) + 2 costsint cost dt
0 0

/2
= / (2cos® tsint — sin®t — sint) dt.
0
Med den andra parametriseringen far vi

/(y2+z)dx+2xydy+xdz :/1 (P42t =20+ 1)(=1) +2(L = t)t + (1 — t) (4t — 2)) dt

1
= / (—9¢* + 10t — 3) dt.
0

(c) Om vi vill hitta en potential kan vi borja med att integrera y? + z med avseende pa
och fér h(x,y, 2) = zy* + vz + G(y, ). Detta ger

Vh = y2+z,2xy+a—G,m+a—G
oy 0z

och vi kan vilja G(y,z) = 0. Vi kan nu berékna linjeintegralen som skillnaden i
potentialens vidrde mellan dndpunkt och startpunkt, dvs

/(y2+z)d$+2xydy+xdz:h(O,l,l)—h(l,O,l):O—I—O—O—lz—l.
v



SF1670 Flervariabelanalys II — Losningsforslag till tentamen 2015-03-16

Om vi i stiéllet viljer att berdkna integralen fran den (b) far vi
w/2 ) w/2
/ (2cos®tsint —sin®t — sint) dt = / (2cos®t —sin*t — 1) sint dt
0 0

w/2
:/ (3cos®t — 2)sint dt = [—cos?’t—l—2(:ost}g/2 =0-0)—(-142)=-1
0

och med den andra parametriseringen

1
/ (—9t% + 10t — 3)dt = [~3t> + 5t — 3], = —3+5 -3 = —1.
0

Svar.
(@) r(t) = (cost,sint,1),dir 0 < ¢ < 7/2.

/2
(b) / (2cos? tsint — sin®t — sint) dt.
0

(¢) /(y2+z)dx—|—2xydy—l—xdz =—1
ol



SF1670 Flervariabelanalys II — Losningsforslag till tentamen 2015-03-16

6. Berikna arean av omradet D som ges av olikheterna
1<zy?<8 och 1<z?y<38

genom att utfora variabelbytet u = xy?, v = 2%y i dubbelintegralen [, dzdy. 4 p)
y

Losningsforslag. Vi borjar med att beriikna Jacobianen for variabelbytet. Vi far

(9(u,v): . Y2 2ay
oz, y) 20y a®

} = y%2? — 4(zy)? = —32%°.

(ry) 1
O(u,v)  3a2y%
Vi ser att uv = 23y°, vilket ger 72y* = (uv)?? och dirmed
8(:17,3/) _ 1 — _ 1 — _l(uv)—Z/S.
(u,v) 3x2y? 3(uv)?/3 3
Observera att vi haller oss i omradet 1 < u < 8 och 1 < v < &, dir bade u och v ir
positiva. Integralen som ger arean fas nu som

8 8
// 1 dxdy / / dudv = %/ w23 du/ 723 du
1 1

3u1/3} [3v1/3} =3B-2-1)B-2-1)=3

b

Svar. Arean av omradet ir 3 areaenheter.
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DEL C

7. Betrakta vektorfiltet F' som ges av
F(z,y,2) = (aa:2 + 2y, xy + y?, byz + b) ,

dir a och b dr konstanter.

(a) Bestim konstanterna a och b sa att filtet blir kallfritt.! 2p)

(b) Berikna flodet av F genom den del av ytan z2 + y? + 22% = 3 som uppfyller z > 0

for dessa virden pa a och b. 2p
Losningsforslag.

(a) Att F ar kéllfritt betyder att div F' = 0, vilket i vart fall betyder att
2ac+y+x+2y+by=0 <= (2a+lz+(0+3)y=0

som &r uppfyllt for alla x och y precis dd a = —1/2 och b = —3.
(b) T och med att filtet dr kéllfritt kan vi anvinda divergenssatsen for att sdga att flodet
upp genom den givna ytan méste vara lika med flsdet upp genom cirkelskivan z2 4
y? < 3 i xy-planet. Forutsittningarna for divergenssatsen ir uppfyllda i och med
att filtet dr kontinuerligt deriverbart och randen till omradet dr styckvis sldt. Den
normerade normalvektorn ges dir av N = (0,0, 1) och filtet av F(z,y,0) = (zy —
2?/2, vy + y?, —3). Dirmed ska vi berikna

// x,y,0) - Ndzdy = // —3dxdy = —9.

Om vi hade valt att berdkna flodet ned genom ytan hade vi fatt 97.

Svar.
(a) Vimaste haa = —1/2 och b = —3 for att filtet ska vara kéllfritt.
(b) Flodet upp genom ytan ges av —97.

IKallfritt 4r det samma som divergensfritt.
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8. Losningarna till ekvationen
22 4+ y® — 2xy + 2x — 2y = 17

utgor en ellips 1 zy-planet.

y!
5
X
d
Bestdm den minsta axelparallella rektangel
R:a<x<b, c<y<d
som innehdller denna ellips. 4 p)

Losningsforslag. Vi kan se problemet som att finna storsta och minsta viarden for funk-
tionerna f(x,y) = x och g(z,y) = y under bivillkoret h(z,y) = 0 dir h(z,y) =
222 — 2zy + y* + 2 — 2y — 17.

I dessa punkter ska gradienten for f vara parallell med gradienten for . Vihar V f (z, y) =
(1,0) och Vh(z,y) = (4dx—2y+2, 2y—2x—2) och dessa ir parallella nir 2y —2z—2 = 0,
dvs ndr y =  + 1. Vi sitter in det i ekvationen h(z,y) = 0 och far

202+ (x+1)? —20(z+1)+20 —2x+1) = 1T 2> =18 & o = 32

vilket ger y = 2 4+ 1 = 1 4 3/2. Alltsi ges de storsta och minsta virdena for f (x,y) ==
av £3v/2.

Vi ser nu pé storsta och minsta virde for g(z,y) = y. I dessa punkter ska vi ha Vg
parallell med Vh. Eftersom Vg(x,y) = (0, 1), ges dessa punkter av 4z — 2y + 2 = 0, dvs
y = 2z + 1. Vi sitter in detta i ekvationen h(x,y) = 0 och far

20 + (22 + 1) = 2020+ 1)+ 22 - 220+ 1) =17 20 = 18 & v = 43

vilket ger y = 2z + 1 = 1 + 6. Alltsé ges de storsta och minsta virdena for g(z,y) = y
av1l=E6.

Dirmed ges den storsta axelparallella rektangeln som innesluter ellipsen av —3/2 <
z<3v20ch—5<y<T.

Vi kan ocksa skriva om ekvationen med kvadratkomplettering som

2+ (y—x—1)72 =18
dér vi kan se 6vre och undre grianser for x direkt. Genom att 16sa ekvationen i y far vi y =

x + 1 4+ /18 — 22 och vi kan maximera y som funktion av x som en envariabelfunktion,
vilket ger z = ++/18 — x2 som har 16sningar x = +3 och y = 1 &+ 6 som tidigare.
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Svar. Den storsta axelparallella rektangeln som innesluter ellipsen ges av —3v2 < z <
3v20ch -5 <y < 7.
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9. Ett massivt halvklot K med radie a och konstant densitet p placeras pa ett horisontellt plan
med den sfiriska delen av ytan nedat och sa att dess symmetriaxel bildar vinkeln o mot
vertikalen.

| 7

a/

-

Y

Bestam halvklotets potentiella energi

W = /// pgz dxdydz,
K

dér z anger hojden ovanfor planet och g dr tyngdkraftaccelerationen. 4p

Losningsforslag. Vi kan borja med att bestimma masscentrums ldge i relation till halvklo-
tets centrum. Det kan vi gora genom att placera halvklotet i ett koordinatsystem dir dess
centrum &r i origo och ddr hela K ligger i omradet diar z > (. Masscentrum maste av
symmetriskél befinna sig pa z-axeln, och vi kan beridkna dess z-koordinat som

1
m, = V///szxdydz

déar V' dr halvklotets volym, vilket med 6vergang till cylinderkoordinater blir

27 Va2—r2
= — /// zrdrdfdz = / / / zr dzdrdf
277@3

“ (Ve - ) 3 2m 2
ﬁ 82 - rdzdrdH—QWa3?/0 (a r—r)dr

B a_3 a*  at _ 3a
_2(13 2 40_2a3 2 4) 8

Vi kan nu berikna den potentiella energin dir klotet ligger som W = pV gz, dér 2, dr
masscentrums hojd 6ver planet z = 0, vilket vi far som zp = a — 3“ cos av. Alltsa ges den
potentiella energin av

3 8a — 3acosa wat

g- 3 = P9y (8 —3cosa).

2ma
3

W=p

Ett annat sétt att berdkna detta dr genom att anvinda sféariska koordinater dir vi lagger
axeln genom polerna efter den linje pa halvklotets platta sida som ligger horisontellt. In-
tegrationsomradet gesdaav 0 < ¢ < m,a < 0 < 7+ aoch 0 < r < a. Hojden over
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planet ges av a — 7 sin ¢ sin € och vi beridknar trippelintegralen

a — rsin ¢ sin 0)r? sin pdrddde = aV — sin® ¢ do sin 6 df 3 dr
IV [t | o [

2wt ow o {r r 2ra* T a*(8 — 3cos )
0

== —5[—0086] 5 "3 2cos - 4: B

Vi behover sedan multiplicera med konstanten pg for att fa den potentiella energin.

4

Svar. Den potentiella energin dr W = pg%(8 3cos ).




