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DEL A

1. Lat f(x) = arcsinx + 2v/1 — 22
A. Bestdm definitionsméngden till funktionen f.
B. Bestam funktionens storsta och minsta virde.

(Om du har glomt bort derivatan av arcsin x sd kan du hérleda den genom implicit deri-
vering av sambandet sin(arcsin x) = x. Om du minns den behéver du inte héirleda den.)

Losning. A. Definitionsméngden dr den storsta mojliga méingd av reella tal = for vilka
f(x) dr definierat och reellt. Eftersom bade arcsin = och rotuttrycket &r definierat for x i
intervallet —1 < x < 1 och inga andra, sa ir det definitionsmingden foér f. Dvs defini-
tionsméangden bestar av de reella tal = som uppfylleratt —1 < z < 1.

B. Eftersom f dr kontinuerlig pa hela det slutna och begrinsade intervallet —1 < z < 1
maste f anta bade ett storsta och ett minsta virde och dessa maste antas i punkter som dr
kritiska punkter (dir derivatan dr noll) eller singulidra punkter (dédr derivata saknas) eller
dndpunkter till intervallet. Andpunkterna 4r 1. Vi deriverar och far

1 2-(—2zx 1 -2z
f/(l') — + ( ) — ,
V1—22 2y/1—22 1—2a?2
som existerar for alla x saddana att —1 < z < 1. Viser att f'(z) = 0 <= = = 1/2. Detta
ar alltsa den enda kritiska punkten. Singulédra punkter i det inre av intervallet saknas.

Det foljer av ovanstaende att storsta och minsta virdet maste antas i nagra av punkterna
—1, 1 och 1/2. Eftersom
™ ™ s
f(=1) ==, f()=5 och f(1/2)=<+ V3
s& ser vi att storsta vérdet dr f(1/2) = T + +/3 och minsta vérdet dr f(—1) = —

NIE

0

Svar: A. Definitionsmingden bestar av alla reella tal x som uppfyller att —1 < x < 1.

B. Storsta viirdet &r f(1/2) = Z + /3 och minsta vérdet &r f(—1) = —Z.
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1
2. Avgor om det ar sant att / el de < 2.
-1

Losning. Denna uppgift kan 16sas pa manga olika sétt. Har ar tre olika mojliga 10sningar:

1 1
1. Eftersom e~ 1*l < 1 med likhet bara di x = 0 s& éir/ e 1l dy < / 1-dz=2.

-1 1

1

2. Vi har att /

-1

0 1
2

eIl dy = / e dx + / e vdr =[], +[-ep=2-=<2
1 0 €

3. Eftersom integrationsintervallet dr symmetriskt runt origo och e~1#! ir en jimn funk-
tion (dvs e~ 1%l = e~171) 53 giller att

1 1 1 2
/ ex|dx:2/ ex|dac:2/ e fdr=2—--<2
1 0 0 €

1

Svar: Det ir sant att/ e 1l de < 2.
—1
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3. Odampad svidngning beskrivs av differentialekvationen

d2
d_t?; +w?y =0
ddr y(t) dr avvikelsen fran jamviktsldget vid tidpunkten ¢ och w &r en konstant.
A. Los differentialekvationen om w = 4.
B. Finn den 16sning till differentialekvationen (fortfarande med w = 4) som ocksa
uppfyller att y(0) = —6 och y/(0) = 32.
C. Bestdm perioden och amplituden hos din 16sning.

Losning. A. Nir w = 4 far vi diffekvationen y” 4+ 16y = 0. Den karaktiristiska ekvationen
r? + 16 = 0 har 16sning r = 44 sa diffekvationens 16sning ir

y(t) = acos4t + bsin4dt, for godtyckliga konstanter a, b.

B. Vi viljer konstanterna sa att villkoren uppfylls. Vi ser att y(0) = —6 ger att a = —6
och ¢/ (0) = 32 ger att 4b = 32 dvs b = 8. Sa den 16sning till diffekvationen som uppfyller
villkoren ar alltsa

y(t) = —6 cos 4t + 8sin 4t.

C. Eftersom sint och cost ér periodiska med perioden 27 sa ir y(t) = —6cos4dt +
8 sin 4¢ periodisk med perioden 7/2. Amplituden dr maxvérdet av | — 6 cos 4t + 8 sin 4t
dvs 10. O

Svar: A. y(t) = acos 4t + bsin 4¢, dir a och b dr godtyckliga konstanter.
B. y(t) = —6 cos4t + 8sin 4¢.
C. Period 7/2 Amplitud 10
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DEL B
24 4x+4
4. A. Berikna arean av det omrade som ligger mellan kurvornay = 1 och y = ﬂ,
x?+4r+3
for x iintervallet 0 < x < R.
244+ 4
B. Avgor om det omrade som ligger mellan kurvorna y = 1 och y = m,
2?2+ 4z +3

for z i intervallet 0 < = < o0, har dndlig area. Berdkna i sa fall denna area.

Losning. A. Arean ges av

R/p2 4 4o+ 4 R 1
- — 1] dr= ———dx
o \x?+4x+3 o x2+4z+3

I den sista integralen anvénder vi partialbraksuppdelning. Eftersom namnarens nollstéllen
dr —1 och —3 kan vi skriva om integranden som A/(x + 1) + B/(x + 3) dér vi ser att vi
ska vilja A = 1/2 och B = —1/2. Vi far alltsa att den sokta arean ar

/R 1 p /R 1/2 1/2 p
——————ar = — T
o r2+4x+3 o \z+1 x+4+3

1
:5[1n|x+1|—1nyx+3y]§f

1/ R+1
-1 In3) .
2<nR+3+ n3>

B. A. Arean ges av

R /2 R
4 4 1
i [ (Y g [,
R—oo Jo \a?+4x+3 R—oo J, 2?2+ 4x+3

1 1
= lim —(mRi +ln3)

In3
Arean ir alltsa dndlig med virdet HT

Svar: A. 1 (ln% +1n3). B. 12,
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5. Lat f(x) = 1—(x—1)%, 0 < x < 2.Gor en enkel skiss av funktionsgrafen y = f(z) och
finn den punkt (¢, o) pa funktionsgrafen som gor arean av triangeln med horn i (0, 0),
(20, 0) och (zo, yo) maximal.

Losning. Grafen dr en andragradskurvan och vi ser direkt att hogsta punkten pa kurvan dr
punkten (1, 1) eftersom storsta virdet av f dr f(1) = 1. Kurvan skér z-axeln i z = 0 och
T =2.

Triangeln med horn i punkterna (0,0), (x,0) och (z,y) har area % vilket kan skri-

J:(]. - (.:C - 1)2) o . o .
vas eftersom (z,y) ska vara en punkt pa grafen. Vi ska alltsd maximera
funktionen
1—(x—1)?
A(:c)zx( (g )), dd 0<z<2.

Funktionen A ir kontinuerlig pa hela det slutna och begrinsade intervallet, varfor ett
max sdkert finns. Detta kan antas 1 dndpunkterna eller i en kritisk punkt i det inre av
intervallet (singuldra punkter finns inte da A &r ett polynom). Vi dervierar och far

A(z) = 1—(1- x)22+ 22(1 — x) _ —23x2'
Vi ser att A'(x) = 0 <= x = 0 eller x = 4/3. Vi har alltsa tre méjliga punkter, dvs

x =0,z =4/3 och x = 2, dir maximum kan antas. Vi vet att max antas i nagon av dem.
Eftersom

A(0) = 0, A(4/3):£ och  A(2) =0,

sd dr maximala arean 16/27, som intriffar nir x = 4/3 och y = 8/9 Den punkt pa
funktionsgrafen som soks i uppgiften dr alltsa punkten (4/3,8/9).
U

Svar: (4/3,8/9).
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6. Berikna, t ex med hjilp av variabelsubstitution eller partiell integration, integralen

1
/ zvV1 —xdx
0

Losning. Integralen gar att berdkna pa flera olika sitt. T ex dessa tva:

1. Med partiell integration far vi
1

/lemdx: [%]_/%m

:%,

2. Med variabelsubstitutionen v/1 — x = u far vi (obs att x = 1 — u? och dx = —2udu
med nya grinser 1 och 0):

/01 21— ade = /10(1 —u)u(—2u) du

! 9 9 4
— 231 —udduy = - - = —
/0 u (1 —u®) du B

Svar: 4/15
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DEL C

7. A. Formulera differentialkalkylens medelvérdessats.
B. Anvind den for att visa att en funktion vars derivata dr noll i ett Oppet intervall
maste vara konstant i intervallet.

Losning. Se laroboken sats 11 och sats 13 i kapitel 2.8.
A. Om f dr en funktion som dr kontinuerlig pa det slutna intervallet [a, b] och deriverbar
pa det 6ppna intervallet (a, b) sa finns en punkt ¢ mellan a och b sadan att

R (UES (C)

B. Anta att funktionen f har en derivata som existerar och &r noll for alla punkter i ett
visst Oppet intervall. Ta en punkt i intervallet och kalla den a. Ta sedan en annan punkt,
vilken som helst, i intervallet, kalla den 0. Eftersom dessa punkter ligger i ett intervall dar
f ar deriverbar, dr forutsittningarna for medelviardessatsen uppfyllda och det foljer att det
finns en punkt ¢ mellan a och b sadan att

R (UES (C)

Men c ligger i det intervall vi borjade med dér enligt antagande derivatan dr noll dverallt,
sa f'(c) = 0. Det maste alltsa gélla att f(b)— f(a) = 0 eller med andra ord att f(b) = f(a).
Eftersom b var godtyckligt vald vet vi nu att funktionsvérdet i vilken punkt som helst i
intervallet dr lika med funktionsvirdet i punkten a. Dvs funktionen &r konstant och har
virdet f(a) i alla punkter i intervallet. O

Svar:
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8. Lat f vara en tre ganger deriverbar funktion pa intervallet —1 < = < 2, sadan att
f(0) = f(0) =0, f”(0) =6 och | f"(x)| <1 foralla z iintervallet. Visa att

1

1—— < Ydr <1+ —

/ f(x)dx + YR

Losning. Med hjilp av Taylors formel och det vi vet om f har vi att for x mellan —1 och
2dr

$3

f(z) =322 + E(z), dir |E(x)| < 5

Det foljer av detta att

/Olf(x)d:p = /01(39:2+E(x))dx = 1+/01E(x)dx,

1 11‘3 1
g/ |E(x)|da:§/ T g = L
; . 6 2

1
1——< Ydr <1+ —
/f x —1—24

Eftersom

x)dz

sa maste det gilla att

Svar:
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9. Avgor om det finns nagon 16sning y(t) till differentialekvationen

y'(t) +y(t) =
sédan att kvoten y(t)/t? r begrinsad nir ¢ — 0. Bestéim en s&dan 16sning, om en sadan
16sning finns. Kan det finnas flera?

Losning. Losningen till differentialekvationen fas som y(t) = y,(t) + v, (¢) dér y,, dr den
allménna 16sningen till motsvarande homogena ekvation och y,, dr ndgon partikulédrlosning.
Vi borjar med att hitta y;,. Karaktiristiska ekvationen 72 + 1 = 0 har 16sning r = i

varfor y,,(t) = acost + bsint.
Vi fortsitter med att hitta y,. Vi ansitter y,(t) = ce’ for ndgon konstant c. D4 ir
yo(t) + yp(t) = €' om och endast om vi viljer ¢ = 1/2. Vi har alltsd y,(t) = 3e’.

2
Sammantaget har alltsé differentialekvationen i uppgiften 16sningen y(t) = y,(t)+y,(t)
eller med andra ord

1
y(t) = acost + bsint + iet, a, b godtyckliga konstanter.

Nu ska vi undersoka kvoten y(t)/t* nir ¢ ligger niira 0. Med hjilp av Taylorutveckling
kring origo far vi att
2 t2

Mﬂ:aﬂ—%ﬁ+m+%u+t+§)+R@ﬁ

ddr R(t) dr nagon funktion som &r begridnsad i en omgivning av origo.
Med hjilp av denna Taylorutveckling ser vi att

y(t) . a—C b+ i+l 2 R(t)
—= =lim
t—0 2 t—0 t2
och det &r klart att detta gransvirde bara kan existera dndligt om a = b = —1/2. For alla
andra val av a och b blir griansvirdet +co. Den enda 16sning y till diffekvationen som har
en chans att gora kvoten y(t) /t* begriinsad i en omgivning av origo r alltsé

(t) L cost — Ssint + ¢!
= ——=—COSl{ — — Sln —€ .
Y 2 2 2

For denna 16sning giller i en omgivning av origo att
y(t)  SHROE 1
= =—+ R(t)t
2 2 2 + R(t)
ddr R(t) 4r begrinsad i en omgivning av origo.

Slutsatsen ir alltsé att det finns exakt en 16sning y/(¢) till diffekvationen y” (¢)+y(t) = €'

som dr begridnsad i en omgivning av origo och den 16sningen dr

@ LNV D O
= —— — —sint + —e".
Yy 2COS 28 26
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Svar: Se I6sningen.




