Losningsforslag till tentamen, SF1629, Differentialekvationer och Transformer
IT (del 2) 8 april 2015 kl 14:00 - 19:00.

Tentamen bestar av atta uppgifter déar vardera uppgift ger maximalt fyra podng. Bonus
fran kontrollskrivningen géller uppgift (1).

Preliminira betygsgrinser: 14 poédng ger garanterat betyg E, 17 poédng ger garante-
rat betyg D, 21 podng ger garanterat betyg C, 24 podng ger garanterat betyg B och 28
poéng ger garanterat betyg A. Den som har 13 poéng far betyg Fx och har mojlighet att
komplettera. Kontakta i sa fall examinatorn.

Hjalpmedel: Det enda hjialpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen Mathematics Hand-
book av Rade och Westergren.

OBS: For full podng kravs fullstandiga, tydligt presenterade och val motiverade 16sningar
som &r latta att folja. Markera dina svar tydligt.

(1) Lat p(x) = az + bx?. Bestdm konstanterna a, b sa att integralen

/01 11— p(a)Pda

Losning: Vi infor skaldrprodrukten

<fg >—/O f(x)g(x)dx

pa rummet C([0,1]). Fran teorin vet vi att integralen i problemet minimeras da
¢(x) ar den ortogonala projektionen av u(x) = 1 pa delrummet V' som spanns upp
av Y1 (z) = x och Yn(z) = 22

For att berdkna projektionen behover vi en ortogonal bas for V. Vi viljer ¢ (z) =
Y1 () = x, och anvander Gram-Schmidt for att fa en vektor ¢y 1 V/, ortogonal mot

blir sa liten som mojligt.

P1:
< 1/}27901 >
p2(7) = Pa(z) — ———5—¢p1(2).
||<P1||
Eftersom
1 ) 1 ) 1 1
<12, 1 >=/ 2 wdr = 7, l1]l* =< 1,01 >=/ x - wdr = 3
0 0
far vi 5
x
pa(w) = 2 — 1
Projektionen P(u) av u(x) =1 pa V ges av
<u,p; > < U, p >
P(u) = 1+ P2
(= [4p2]|2
Vi har

1

2 —

1 1
< >= —, < >= ——
Uu, 1 27 U, P2 247 ”902



sa

3 80 3 10 3 10
Pu) = Spi(2) = grpa(e) = So = 2 (0% = ) = da = o,
Alltsa, det ar detta ¢ som minimerar intregralen, dvs, vi ska vélja a = 4 och
_ _10
b=—3.
. r—1, z<1 . , e e . . .
(2) a) Lat f(x) = ¢ _ Bestam f’(z) i distributionsmening. Forenkla ditt
x? T
svar sa langt som mojligt. (2p)
b) Funktionen
0, <1
1, I<zx<?
€Tr) =
/(@) 0, 2<x<3
1, >3

?

definierar en distribution 7" € &’ (pa det “vanliga” séttet). Anvind definitionen av
(distributions)derivata for att berdkna 7". (2p)

Lésning: a) Vi kan skriva

fx)=(x—-1)(1—-H(x—1))+2*H(x —1).

Deriviering ger

flz)=101-H(z = 1))+ (z —1)(=6(z = 1)) + 22H(z — 1) + 2%5(z — 1) =
=(1-H(x—1)+2zH(xz—-1)+6(x—1)

eftersom (z —1)d(x —1) = 0 och 2?6(z —1) = §(x — 1) (se exempel 8.19 i Vretblad).

b) Distibutionen 7" &r definierad genom

Tle] = / " f@)p(a)de.

Enligt definition har vi

Tyl = ~T[y'] =

= —[e@)] — lp(2)]3

- [ t@wain = - [ @ [ e -
= (D)~ p(1)) ~ (0 - 9(3)) = p(1) ~ £(2) + 9(3).

[ sista steget utnyttjade vi att testfunktionen ¢ tillhor Schwartzklassen (se Defini-
tion 8.1 i Vretblad), sa speciellt galler att ¢(x) — 0 da z — oo.
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(3) Bestidm ett fullstéindigt (complete) ortogonalt system i L?(0, ) bestaende av 16sningar
till randvérdesproblemet

u"(x) + Au(z) =0, u(0) =0, u'(r) =0.

Motivera ditt svar ordentligt.

Losning: Detta ar ett Sturm-Liouville-problem (med w(t) = 1). Enligt Sturm-
Liouvilles sats har randvérdesproblemet (icke-triviala) losningar f6r (upprékneligt)

odandlig manga virden pa A, \; < Ay < ...; till varje av dessa virden A, finns det
en (icke-trivial) 16sning ¢,. Méngden {p,} utgor ett fullstindigt ortogonalt system
i L2(0,7).

Vi behover foljdaktligen hitta alla egenvérden, och motsvarande egenfunktioner,
till randvardesproblemet. Da kommer dessa egenfunktioner bilda ett fullsténdigt
ortogonalt system i L*(0, 7).

Undersoker man A < 0 upptécker man att det saknas icke-triviala losningar (visa
dettal). Vi antar att A > 0 och later w = v/A. Ekvationen

u’(x) + Mu(z) =0
har den allménna losningen u(x) = ¢; cos(wz)+cy sin(wx). Vi har v/(z) = —cyw sin(wz)+
Cow cos(wr).
Randvillkoret u(0) = 0 ger 0 = u(0) = ¢y, dvs ¢; = 0. Vi har alltsa u(z) =
o sin(wx och v/ (z) = cow cos(wzx). Randvillkoret w'(7) = 0 ger
0 =u/(7) = cow cos(wm).

Enda mojligheten nu for att vi ska fa icke-triviala losningar &r att cos(ww) = 0.
Detta &r uppfyllt precis da w = 1/2 4+ n dir n > 0 (eftersom w > 0) &r ett heltal.
Saledes, vi har l6sningarna

on(x) =sin((1/2 4+ n)x)
for A, = (1/2 +n)?, n > 0. Alltsa, {sin((1/2 + n)z)}>2, bildar ett fullstindigt
ortogonalt system i L?(0, 7).

(4) En funktion f € L'(R) kallas bandbegrinsad om dess Fouriertransform ér 0 utanfor

~

nagot andligt intervall. Visa att om f(w) =0 da |w| > W sa giller
sin (2t

f(t) * = f()

t
for alla Q > W. (Vi antar att f &r kontinuerligt deriverbar.)

Losning: Fouriertransformerar vi bigge leden fas

Flw)gw) = f(w)

dir glw) = 1 om |w| < Q och g(w) = 0 om |w| > Q. Eftersom vi antagit att

~

f(w) =0 for alla |w| > W, och Q > W, sa reduceras VL ovan till f(w). Alltsa, de

tva funktionerna f(t) * %tm och f(t) har samma Fouriertransform. Saledes foljer



det fran inversformeln (vi har antagit att f &r reguljar) att de tva funktionerna
maste vara lika.

Los problemet
Upe = U, O0<zx<m, t>0;
u(0,t) =0, u(m,t) =1, t>0;
u(z,0) =0, 0<z<m.

Lésning: Eftersom randvillkoren inte dr homgena soker vi en 16sning pa formen

u(z,t) = v(x,t) + p(z). Insidttning i differentialekvationen ger v, (z,t) + ¢”(x) =
v, t). Vi vill att ¢"(x) = 0, och att ¢(0) = 0, (7m) = 1. Detta ar uppfyllt for

p(r) =x/m.
Vi vill nu bestdmma v(z,t) sa att u(z,t) blir en 16sning till det ursprungliga
problemet. Notera att valet av ¢(x) ger foljande villkor pa v:

Vgg = Ut,
v(0,t) = u(0,t) — p(0) = 0,v(m,t) = u(m,t) —p(nr) =1—-1=0
samt
v(0,2) = u(z,t) — p(x) = —z/m.
Vi har saledes fatt ett homogent problem:
Ve =V, O< <7, t>0;
v(0,t) =0, v(m,t) =0, t>0;
v(z,0) = —x/m, 0<z<m.

Detta problem 16ses som i avsnitt 1.4 och 6.1 i Vretblad (gor dettal!). Losningen &r

o
2t
t) = E bpe™ " sinnx
n=1

dar b, ges av (vi vill att v(z,0) = —x/m, sa vi utvecklar i en sinusserie)
2 [7 2(=1)"
b, = —/ (—x/7) sinnxdr = u
T Jo ™m
Saledes,

n

u(z,t) =v(x,t) + ¢(x zz

24 . A
e "tsinnr + =.
T

>1



(6) Antag att f € L'(R) och lat

o) = [

~

dér T' > 0 &r en given konstant. Visa att [g(w)| < |f(w)| och att

| s [~ irwpa

[e.e] —00

(Tips: tank pa faltning.)

Lasning: Vi tolkar uttrycket for g(¢) som en faltning. Lat

1 0<t<T
y=31 '
0, for ovrigt.

Da kan vi skriva
1 t [e%¢]
oty =7 [ s = [ ne- s = b o)
t—=T —00
Fouriertransformerar vi detta fas

3(w) = hw)f(w).
Vi noterar att, enligt definition, h(w) = fOT(l/T)e_Mdt, &

T » T q »
—e Wt| < —e W dt =1
| 3 \_/O|Te at—1.

eftersom |e?*| = 1 for alla reella k. Saledes har vi

[A(w)| =

~ ~

5] = [h(w) F(W)] < 1F @)l

Vi anvinder nu Plancherels formel (i likheterna nedan), samt olikheten ovan, for
att fa

| latorar= o [ gepa< o [ 1F@ra = [ s

—00

(7) Lat

0, lz| > 1

1—a? <1
h@):{ el <

och definiera



Undersok vilka av foljande gransvirden som existerar, och berdkna dem i férkommande

fall:

1

lim hy(x)e® da;
t—o0 1

! 1
lim hy(x) sin ( |z| + —) de.
—1

t—o0 t

Motivera alla steg i analysen noga.

Lésning: Vi noterar att hy(z) > 0 for alla x och alla ¢ > 0. Vi ser ocksa att
he(x) = th(tx) = 0 for |z| < 1/t, sa for varje 0 > 0 géller

lim hi(z)dx = 0.
=00 Js<|z|<1
Vidare,
1 1/t 1/t 1 1
/ hi(z)dx = / h(z)dr = / th(tx)dr = / h(y)dy = / (1 -y dy = 4/3.
-1 —1/t -1/t -1 —1

Saledes, om vi later g;(z) = 3hy(z)/4 sa dr g;(z) en positiv summationskdrna. Det
forsta gransvirdet ges darfor av

1 1
lim [ hy(z)e” dz = (4/3) lim / gi(z)e” dx = (4/3)e® = 4/3
t—oo | 4 t—oo J_4
enligt sats 2.1 i Vretblad (satsen fungerar lika bra for en kontinuerlig parameter ¢
som for en diskret parameter n, vilket man ser fran beviset; vill man anvénda sats
2.1 precis som den ar formulerad kan ocksa gora analysen ovan for varje sekvens
t; <ty <tz < ...som gar mot odndligheten, och dera slutsatsen att gransvardet
existerar (oavsett val av sekvens far man samma gransvirde)).
For att berdkna det andra kan vi inte anvénda satsen. Vi vill visa att gransvérdet
ar 0.
For varje e > 0 finns ett 6 > 0 och T' > 0 sadana att

) 1
sm< \x!+¥)’<€

for alla |x| < 0 och t > T. Vidare vet vi att det finns ett 7} > 0 sadant att hy(x) =0
for alla |x| < 6 om t > T). Foljdaktligen har vi (tdnk pa att h,(x) ar positiv)

'/llht(x)sin< |x|+%) dr| = ‘/th(m)sin( |x|+%) dx

5 5
1
< / hi(x)] sin ( |z| + ;) |dx < 6/ he(x)dr <e-1
-5

<

for alla tillrackligt stora T



(8) Lat {¢x}2, vara en ON-méngd i ett inre produktrum V.
a) Lat w vara en vektor i V och lat ¢; = (u, ;). Visa att (1p)

lu = cxnll* = fJull® = fes|*.

b) Resultatet i a) &r ett specialfall av foljande sats (som ej behover bevisas): om
u €V, ¢ = (u,pg) och & dr en linjarkombination ¢ = Zszl appy sa galler

N N
(1) lu = @7 = ffull® + Y — eul* = ) el
k=1 k=1

Anvind detta resultat for att visa att ON-méngden {py}52, ar fullstindig om och
endast om (3p)

|u|* = Z|u<pk2 for alla u € V.

Lésning: a) Enligt definiton, och réknelagar for skalarprodukten, har vi
lu —cro1||* =< u — crp1,u — cr) >=
=<<u,u>—<u,c1pr > — < Cc1p1,uU >+ < 11, 1P >=
= [lull® =& < w01 > —ar < pru > HalPlel? =
= |Jul? =& <u,p1 > —c1<u, o1 >+ |er]t
1”

[ sista steget utnyttjar vi att ||¢q||* = 1. Vidare, vi vet att ¢; =< u, p; >. Saledes

har vi
||U||2 — ¢ < u, p1 > —ca<u,p; >+ |Cl|2 =

= |lull® —cier — ex@r + e = [ull* = Jea]® = ler* + fea = [Jul® — |ed|*.

b) Att {¢x}52, ar fullstédndig (i V') betyder att for varje vektor u € V och € > 0
finns det en linjirkombination Zjvzl ajp; sadan att

N
Z a;p;j
=1

Antag forst att

|ul|* = Z!u¢k2 for alla u € V.

Tag uw € V och € > 0. Enhgt formel (1), samt antagandet, har vi

N 2 N 0o
uw=> ol =lul> =Y lal?= D> el <&
j=1 k=1 E=N-+1




om vi viljer N tillrackligt stort, eftersom serien &r konvergent. Saledes dr {¢y}72
fullstandig (i V).
Antag nu att {¢x}32, ar fullstindig (i V). Tag v € V. Vi vill visa att

oo
lull® =Y lesl?,
j=1

dvs att det for varje ¢ > 0 finns M sadant att

N

lal® =Y lesl?

j=1

<e€

for alla N > M. Tag ¢ > 0. Enligt Bessels olikhet (som foljer direkt fran (1)) har

vi
o0

lull> > e,
j=1

sa serien dr konvergent. Vi behover alltsa visa att

N

lul® =D lei* <

j=1

for alla N > M.

Eftersom termerna i serien &r positiva sa géller

N M
Il =) el
j=1 j=1

om N > M. Alltsa, om

M
lul® =D lej* < €
j=1

for nagot M, sa giller detta for alla N > M. Vi behover hitta ett sadant M.
Vi har antagit att {¢x}52, ar fullstindig (1 V'), sa det finns en linjédrkombination

224:1 arpr sadan att

< 4.

M
u— E ajpj
j=1

Fran formel (1) far vi:

M 2 M M M
w=> ajpi| = lull®+ D o — el =Y el > flull® =D el
j=1 k=1 k=1 k=1




Saledes har vi

M
lull® =) lel® <&,
k=1

vilket var det vi behoved visa.



