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1. (a) (2p) Bestdm de kritiska punkterna till ekvationen

dy _

92—y — 2
du y—y

samt avgor om de ar asymptotiskt stabila, semi-stabila eller instabila. Rita fasportrattet
(phase portrait).

Lésning: De kritiska punkterna ér lésningar till 2 — y — y? = 0; de dr y = 1 och
y = —2. Uttrycket 2 — y — y? dr positivt for y € (—2,1) och negativt annars. Detta
medfor att l§ningarna till ekvationen dr vixande for y € (=2, 1) och avtagande for alla
de andra véirden av y. Losningarna som har begynneleviarden nara —2 avlagsnar sig
fran —2, och déarfor ar den kritiska punkten y = —2 instabil. P4 samma sétt, &r den
kritiska punkten y = 1 stabil. Fasportrattet ar féljande:

<—=——(-2) ——> (1) <———

(b) (1p) Lat y(t) vara losningen som uppfyller y(3) = —1. Bestdm lim y(z).
T—00
Losning: Enligt undersckningen ovan, losningarna som har begynnelsevirden i
intervallet (—2,1) dr véixande och nérmar sig vérdet 1. Vi har y(3) = —1, och dérfor
lim y(z) = 1.

T—r00

2. (3p) Los begynnelsevirdesproblemet

1, 2
—yf — 2L = . y(1) =0.
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Losning: Observera att ekvationen ej ar definierad for x = 0, och begynnelsevérdet
ar givet 1 punkt x = 1 > 0. Forst soker vi den allménna l6sningen i intervallet = > 0.
Skriver om ekvationen pa standardform:

2
y — Y _ 2cose.
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Hir ér [ P(z)de = — [ 2dz = —2In|z| = Inz~2. En integrarande faktor &r e =
x~2. Multiplicerar ekvationen med den integrerande faktorn:

d

—(27%y) = cosx & 1 %y =sinx + C

dz

Den allménna lésningen i intervallet > 0 ar y(z) = 2% sinz + Ca?.
Begynnelsevirdet ger: 0 = y(1) = sinl + C' < C' = —sin 1. Losningen till begyn-

nelseviirdesproblemet ges av y(z) = z%(sinx — sin 1).



3. (3p) En stor tank innehaller 1000 liter rent vatten. En saltlésning med koncent-
rationen 0.1 kilogram per liter pumpas in med hastigheten 6 liter per minut. Samtidigt
pumpas den vilblandade losningen ut med samma hastighet 6 liter per minut. Bestam
tidpunkten ¢ da koncentrationen av salt i tanken blir 0.05 kilogram per liter.

Lésning:  Lat z(t) vara méngden salt i tanken vid tid ¢. Vid tid ¢t = 0 fanns det
inget salt i tanken, dvs z(0) = 0.

Saltet pumpas in i tanken med hastighet 0.6 kilogram per minut; koncentrationen
av salt i tanken ar %, och saltet kommer ut ur tanken med hastigheten 6% = %’0
kilogram per minut.

Vi far begynnelseviardesproblemet

Ekvationen #r separabel. Den allméinna l6sningen &r z(t) = 100 — Ce=3t/500,
Begynnelsevirdet ger 0 = z(0) = 100 — C' < C = 100. Losningen till begynnelse-
viirdesproblemet #r alltsa z(¢) = 100(1 — e~3/500),
Koncentrationen av salt i tanken ar % = 0.1(1 — e73/5%0), Nér blir den 0.05
kilogram per liter?

In2
0.1(1 — e 3/599) = 0.05 © 3/ = 05 o t = 500311 .




