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Hur manga l6ésningar har den har?
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Tva lésningat

Om det vore sa
att talet "roten
ur minus ett”
funnes!

y={T+JTImr—th=x2+JE;K—UELE—Jrf=u3+I
y=0 & (x+-1)(x=~+-1)=0
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Imaginara tal

| matematikervill man att det ska finnas lika manga
l0sningar till en ekvation som ekvationens gradtal.

Det fiInns det om man Infor "roten ur minus ett” seth
tal.

Detta tal brukar kallas for (imaginara enheten)
alternativt] eftersom den framsta anvandningen av
Imaginara tal finns inom ellaran dar bokstaven r&dan
ar upptaget for att beteckna strommen.

Forutom var vanliga dimension médy1=1) som enhet
infor man erextra dimensiomedj (V-1 ) som enhet.

William Sandgvist william@kth.se



Tal-linjen

Vill Du passa pa att "repetera”’ Dina kunskaper om
komplexa tal sa varsagod och fortsétt att Iasa har ...

tallinjen
a

24 0123

o

nollpunkten

Ett vanligt,reellt tal a brukar man askadliggéra som en
punkt pa den s.k. tallinjen. Talettorlek representeras av
avstandet fran punkten ifraga till tallinjens noifyxt.
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Komplexa talplanet
z=ald/l+b@/-1=a+jb

Ett komplext takz bestar av tva komponenter. Det kan skrivas
a+jb. Har araochbreella tal.j &r ¥/~1 " och kallas den

Imaginara enheten. i | imaginéra
[ a— axeln
ar det komplexa taletealdel, Re@). *[ " #°
b ar dessmaginardel, Im(). f:'z' |
B S
11 1 2a \
reella

axeln

Varje komplext tal kan askadliggoras som en purmt i
tvadimensionellkoordinatsystenget komplexa talplanet
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Belopp och Argument

Ett komplext tals "koordinater” kan K ity
alternativt uttryckagolart, som br---—2°
taletsbelopp |z|, avstandet fran f-'-‘“
origo, och taletargument a, . -
vinkeln mot den reella axeln. i M
| ] axeln
B.eloppet beraknar man med| i Jﬂi 2 A Rra
hjalp avPythagoras sats B % vinkel,
rd |, rep med
~ . ‘i”’ | knutar,
For att berakna argumentet &—4—s——  funnen i
behdver man anvanda G = b pyramid
trigonometriska funktioner. a
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Belopp och Argument

a=|zcos(ar) b= |z/sin(cr) | iA o
o —— Z
i ‘z|(ms(ct) +1- sin(ca.t)) T |
drar, |
- E > EFEELEY
|E'| o '\v/ [RE(E)] T [IH](E)] 1 _ reella
axeln
ﬂfg(E)ZEtzﬂfﬂtﬂIl{hn(E)]—l-H-ZE a0
Re(z)

Im{ z)
Re(z)

arg(z):ct:arctan{ ]-I—TE—I—H-ZTE a <0

William Sandgvist william@kth.se



Addition av komplexa tal

iA z=z 42,
By e o Con samaneg

Bl £ i

| |

I |

| |
e T 2

] ] | Ko

6.'2 ELI a1+az

z=z)+ 2y = Re(z)) + Re(z) + j(Im(z)) + Im(z, )
z=2+ 2, =(ay + @)+ jlby + b )=Re(z) + j- Im(2)

Figuren visar vad additionen innebar | det komplexa
talplanet. Visaren f6z blir lika med den geometriska
summan av visarna fag ochz,.
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Subtraktion

z=2 —2z, =Re(z) —Re(z;) + j(Im(z)) —Im(z,))

| talplanet blir visaren féz lika med den
geometriska skillnaden mellan visarna 2pochz,.
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Multiplikation

Multiplikationsregeln demonstrerar vi enklast méd e
exempel.

21 =ty +_]E Lo =iy +jbg (_])2 =—1

z=2 23 = (@ + jb )@ + iB) = (may — i) + jlahs + asby
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Multiplikation pa polar form
- i A

25

Multiplicera beloppen och
ez 7% addera vinklarnal!

Gl g

Z=2Z1-Z3
= z[(cosa) + jsin(arp)- ol (eos(osy) + fsin(ery)

= ‘31|' |zl|(c05(u,1 + 0y ) + Jsin(oy + ‘12))

Detta innebar att

el =lz; 25| =|zy| |7o|  arg(2) =arg(z)) +arg(z,)
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Division
Z _ @b

= = :
Z;  a;+ b

Nu vill man ofta ha resultatet i formerjb och i sa fall
forlanger man med namnarens "konjugatkvantiggt jb,.
Da far man

e+ Nas —18)  |aay +bibs| @k —aby
- 2 2 - 2 2 T
a; + by a; +b;

2
.-:1% +b§
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Division pa polar form

Uttrycks talen i polar form kommer divisionsregalh se
ut sa har:

. j ||§1 || (cos(or, — o)~ jsindoy, — )
2 £y
A= } : ||j || arg(2) = arg(z;) - arg(z;)
£ 2

Dividera beloppen och subtrahera vinklarna!
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Sammanfattning

7, (2,| =|2|(z,|
7| _|

Z| |z
arg(z, [z,) =arg(z) +arg(z,)

arg{zij = arg(z) - arg(z,)

2
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Ovningsuppgifter

Fraga
At vilket hall pekar visarerz=-2 +j2 ?

A

357

$ M
i
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Ovningsuppgifter

Fraga
Hur lang ar visarere= 3 + j4 ?

32442 = 0116 =5
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Ovningsuppgifter z-z-

Fraga
z,=) och z,=-1—]

Bestami| och argf) for z=z(2, ? Algebraiskt

z=2-2 = j-(-1-))=§-° 1]

= A ol

arg(z) = o= arctan[T] = arctan(—1) =

E+2:I1::E
4 4
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Ovningsuppgifter z=z -z,

Fraga
z,=] och z,=-1—]

Bestam3| och argf) for z=z[2, ? Polart:

|Zl|:1 |Zz|:\/l§ J I
z
z; =1 t:-:::sE+jsir1E 25 =2 msEJrjsins_E Bty
- 2 1 A .
- — -
= E 2 4 2 4 = ) =

H=42  we@=T
Multiplikation med j innebar tydligen
vridning med 90 !
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Ovningsuppgifter ==
Fraga :
z7=2+3] ochz =1+ |

Bestamz = z/z, ? Algebraiskt

i Lz _2+B3_(2+3) (- _
e 2 1+j  (A+) @-))
ALz .y r2 :
bz e S W T
P 1+1 2
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Anvands komplexa tal?

Komplexa tal kan bland annat anvandasddld och
bildbehandling ochspelprogram.

En bild ritad av punkter | det

komplexa talplanet ser ju likadan ut
som en som ar ritad i vart vanliga tva-
dimensionella koordinatsystem.

Matematiken blir dock enklare. Inga
komplicerade matematikfunktioner
behovs. FOr att tex. "vrida” och "skal
om” bilden, multiplicerar man bara
alla punkterna "komplext” med ett
lampligt tal!
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Mandelbrotmangden

Se har en marklig bild komponerad med komplexa tal

Mandelbrotméangden
iterera fér varje punkt
1, |
Z,yg—2,1tC
sa lange som

Zot| < 2

antalet varv blir punktens farg

n=color
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