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1 Varpan

I varpaspel kastar man en flat sten och \V

det géller att triffa en malsticka som /a, A T T o
ar nedsatt i marken tjugo meter bort. :

Kastrorelsen beskrivs av differentialek- . <
vationen -"’l ‘f/ U ) U
& <«— “ur
d*x dx |dx <
I "ol e \
a T T N/
> T
dér = (z,y) |m| ar stenens position,
f = (0,-9.81) [m/s?| &r gravitationskraften, | - | betecknar euklidiska lingden, och matrisen

~ (0020 0 .
K‘< 0 0.065) ]

ger varpastenens luftmotstandskonstanter (skalad med massan) i z- och y-led.

Stenen kastas med hastigheten |/(0)] = 19.0 m/s fran 1.50 meters hojd. Varpans ned-
slagspunkt beror av kastvinkeln «. Ett kast simuleras genom att man anger en kastvinkel och 16ser
differentialekvationerna med Runge-Kuttas metod tills varpan tar mark (t o m hamnar nedanfor
marknivan y = 0). Anvénd linjar (eller bittre) interpolation av de utrédknade positionerna och
tidpunkterna for att hitta den precisa tidpunkten och z-koordinaten for nedslagspunkten.

Problemet att bestamma vilken kastvinkel som ger vinnande varpakast med nedslag vis mal-
stickan utgor ett ekvationslosningsproblem. Skriv en effektiv algoritm, baserad pa tex sekant-
metoden eller intervallhalvering, som berédknar den vinnande kastvinkeln. Rita ocksa upp kast-
banan. Téank pa att det finns tva l6sningar till varpaproblemet — en hég och en lag bana.

Diskutera (med hjélp av numeriska experiment) hur de numeriska metoderna och andra
eventuella osékerheter paverkar tillforlitligheten i vinkelresultatet.

Interpolera sedan i de ovan erhéllna och lagrade kastbanevirdena (vektorerna for ¢, z, y, =, y')
for att astadkomma en tabell dar kasthojden skrivs ut for varje meter i z-led. Visualisera ocksa
resultatet genom att plotta kastbanan tillsammans med markeringar av varpans hojdlage vid
varje meter.

Kast i motvind

Om man kastar i hard motvind u,, i z-led &r det stenens hastighet relativt luften som bestammer
luftmotstandet. Differentialekvationen blir da

d’x dx dx U
_— K _— _— = = w .
az <dt “) dt “’ A (0)
I detta fall krdvs en hogre hastighet vid utkastet for att varpan ska ha mojlighet att n& tjugo

meter. Gor egna numerisk simuleringar med nagra olika wu,, = 2,10, 20 och visa bankurvor Gver
vinnande kast i motvind med de data som du valt.

2 (16)

SF1669 — Matematisk och numerisk analys Il e VT 2015
Olof Runborg



2 DMotordrivna inversa pendeln

Modifierad version av uppgift P8-13 i Kahaner-Moler-Nash.

A famous problem of nonlinear mechanics is known as the
inverted pendulum. The pendulum is a light stiff bar of

length L with a point mass at the end, supported at the 4\ - N
other end by a frictionless pin. The support pin is given a \
rapid up-and-down motion s(t) = Asinwt by an electric /
motor. 5 L 4’

An application of Newton’s second law of motion yields o

(after neglecting a small term) the equation of motion

(f;(f:i(g—AwQSinwt) sin ¢ AJ""C‘JLI

where ¢ is the angular position of the bar (¢ = 0 when the bar is directly above the pin) and
g = 9.81 [m/s?] is the acceleration due to gravity.

Pendulum period

For A = 0 it is the pendulum equation ¢” = £ sin ¢. Even this equation is not solvable in terms
of elementary functions. But it is known that when A = 0 and the pendulum is released from
rest, i.e. ¢'(0) = 0, the period T of the pendulum is given by

T:2\/§K<¢(20)> where K(u):/oﬂ\/l_coj;éu)sin2$

Use the Runge-Kutta 4 method to compute the motion ¢(¢) and to find the period (some inter-
polation may be needed) when A = 0, L = 0.4, ¢(0) = w/4 and ¢'(0) = 0 (this is an ordinary
pendulum).

Compare the period computed by your Runge-Kutta program with the value of T" above
computed by an efficient numerical integration method.

Inverted pendulum

The most interesting aspect of the pendulum problem when A # 0 is that for some A and w-
values an inverted pendulum stays pointing upwards; the upward pointing state becomes stable!
This has also been observed experimentally. Make computer simulations for a stick of length
400 mm (L = 0.4) which is initially released from rest at the angle 5° (¢(0) = 57/180). Use the
RK4 method to compute the motion ¢(t) for different values of amplitude: A = 0.18, 0.20, 0.22,
0.24, and a number of w-values:w = 14, 16, 24, 34, 44, 54. Let Ts = 27 /w. Try the time-steps:
At = Ts/n with n = 50 and n = 100 and solve for 0 < t < 3075. (You may also stop when the
value of ¢ is less than —7 or greater than 7, why?)

Plot ¢ and ¢ as functions of ¢ as well as ¢’ against ¢ (the phase plane). Also plot a trace of
the free end of the stick (y against x).

Investigate the exciting behaviour at A = 0.20 further for w-values in the interval 30 < w <
55.
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3 * Rymdskeppet

Trots att raketmotorn gar for fullt forblir rymdskeppet hangande ororlig pa hojden H &ver
jordytan. Kaptenen later rymdskeppet vrida sig nittio grader fran det tidigare radiellt riktade
laget, och i fortsdttningen verkar raketmotorn horisontellt (vinkelrdtt mot ortsvektorn) med
oférminskad kraft. Stortar rymdskeppet eller klarar det sig ut i rymden?

Med lampliga enheter — ldngdenhet jordradie och tidsenhet timme — lyder Newtons roérelseek-
vationer uttryckta i poléara koordinater:

d*r A g
@—T E :GCOSO[—ﬁ

dir g = 20.0 jordradier/tim? &r tyngdaccelerationen vid jordytan, och och G = g/(1 + H)?
ar tyngdaccelerationen pa hojden H dar rymdskeppet blev hdngande. Vinkeln o var noll fore
vridningen men blir 90° efter kaptenens manéver (vid tiden ¢ = 0). De nodvindiga begynnel-
sevirdena for v, ', ¢, ¢’ vid t = 0 ges av det faktum att rymdskeppet var helt stilla pa hojden
H da kaptenen andrade banriktning.

Skriv ett program som med Runge-Kuttas metod eller ode45 loser differentialekvationerna un-
der sa lang tid att det star klart om rymdskeppet stortar eller forsvinner ut i rymden. Rymdskep-
pet befinner sig pa nagra jordradiers hojd da kaptenen gér mandvern. Undersok forst vad som
hénder om starthdjden H ar tva jordradier, prova sedan hur banan blir vid nagra andra val av
starthojder. Experimentera dig fram till lagom sluttid och lampligt tidssteg/lamplig tolerans.
Fundera ut en bra algoritm som med god noggrannhet och lamplig interpolation bestdmmer
tidpunkt och positionsangivelse (t,, ¢p, rp) for banans allra lagsta punkt.

Uppgiften dr nu att med en effektiv algoritm, tex sekantmetoden eller intervallhalvering,
rikna fram grénsfallets H-vérde, dvs rymdskeppets starthdjd H, som leder till en bana utan att
katastrofen blir ett faktum. Bestdm hastigheten som rymdskeppet sveper férbi jordytan med i
detta fall. Rita bankurvan fran begynnelseldget till platsen dir raketen just passerar grantop-
parna. Berdkna denna bankurvas langd fram till denna punkt, alltsé rymdskeppets tillryggalagda
stracka. Gor tillforlitlighetsbedémning av de erhallna resultaten! Undersok hur felen i resultatet
paverkas av de olika felkdllorna: 16sning av begynnelsevardesproblem, interpolation, etc.

Utvidgning

Om kaptenen vid sin mandéver inte lyckas vrida rymdskeppet 90°, hur mycket paverkar det
raketbanan? Gor simuleringar med vridningsvinklarna o = 70, 80, 90, ..., 130° och studera hur
det kritiska H,-virdet dndras, likasa hastigheten vid jordpassagen. Rita bankurvorna. For vilken
vridningsvinkel kommer raketen att fa maximal hastighet vid jordytan och vad &r maxvérdet?
Anvind gyllene sm’ttet—sékningﬂ for att bestdmma vinkeln och maxhastigheten.

! Lis om optimering i en dimension med hjilp av denna algoritm, tex i Numeriska algoritmer med Matlab,
avsnitt 7.1, skriven av Gerd Eriksson (tillgdnglig pa kurswebben).

4 (16)

SF1669 — Matematisk och numerisk analys Il e VT 2015
Olof Runborg



4 * Stromkretsen

En enkel stromkrets bestar av en kondensator och en spole.
Kondensatorn ar uppladdad till spanningen Uy. Spolen
innehaller jarn och har stromberoende induktans:

O

L=1Lo/(1+1?). (1) “ —
i
Vid tiden ¢ = 0 sluts kretsen och strommen bestédms sedan IU
av tva samband:
. . drl
Spénningen 6ver induktansen: U=L— (2)
at ——
Strommen genom kondensatorn: I=-C r (3)

Visa att foljande differentialekvation kan hérledas ur uttrycken ovan (efter derivering av forsta
uttrycket):
1 21 (dI\* I(1+1I%)
a2 1+ 12 \ dt LoC
Vid tiden ¢t = 0 géller I =0 och dI/dt = Uy/Lg. Losningen I(t) till differentialekvationen &r en

periodisk funktion som &r mer eller mindre sinusliknande beroende av hur Uy-virdet véljs. Visa
att for 16sningen till begynnelsevardesproblemet géller

E(t) = CU(t)* + LoIn(1 + I()?) = konstant,

tex genom att derivera uttrycket for E och utnyttja (1), (2) samt (3).

Gallande data ar Lo =1 H, C' = 1uF. Nagra olika virden pa Uy ska provas, dels spdnningen
240 V da jarnkédrnans inflytande &r néstan forsumbart, dels tva héga spédnningsviarden 1200 V
och 2400 V da stromkurvan inte blir sarskilt sinuslik l&ngre.

Anvind Runge-Kutta 4 for att berdkna och rita stromkurvorna. Plotta ocksa E(t) och ver-
ifiera att den &r konstant. Fundera ut en bra algoritm for att bestdmma strommens toppvérde
Imax och for att med mycket god precision berdkna svingningstiden 7. Gor tillforlitlighets-
bedémning av Imax och T. Undersok hur resultaten paverkas av de olika numeriska felkéllorna:
16sning av begynnelsevirdesproblem, interpolation, etc.

Foére den numeriska behandlingen kan det vara bra att bedoma storleksordningen pa sviangningstiden. Det ar latt

att rdkna ut frekvensen och svingningstiden for en krets med konstant C' och konstant L = Ly.

Fourieranalys — anpassning med trigonometriskt polynom

Programmet ska gora en fourieranalys av stromkurvan, det vill siga berdkna koeflicienterna ay
i fourierutvecklingen av I(t):

I(t) = a1 sinwt + agsin 2wt + agsin3wt + - - -, dér w =27/T

(Att det inte blir nagra cosinustermer i utvecklingen foljer av att funktionen I(t) &r udda.)
For koefficienterna i formeln géller:

9 (T
ap = / I(t)sin(kwt)dt, k=1,2,3,...
T Jo
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Anvind trapetsregeln for att beridkna integralen numerisktﬂ Berédkna de 14 forsta fourierko-
efficienterna. Om strommen &r néstan sinusformad bor alla koefficienter utom den forsta vara
mycket smé, stdmmer det? Det symmetriska utseendet hos stromkurvan gor att vissa fourierko-
efficienter &r noll (teoretiskt i alla fall). Vilka &r det och hur vél stdmmer teori och praktik?

Rita i samma figur upp stromkurvan samt resultatet av fourierutvecklingen, dels da bara de
tre forsta termerna tas med, dels da alla fjorton finns med.

Utvidgning

Det kommer ett krav att strommen i kretsen inte far Gverstiga 10 A. Berdkna med en effektiv
16sningsmetod, tex sekantmetoden eller intervallhalvering, det spanningsvirde Uy = Uy* som ger
Imax = 10 A. Man har mojlighet att variera spolens Lg-viarde och vill darfor for en krets som
uppfyller kravet I,.x = 10 undersoka beroendet mellan Up* och Lg. Berdkna och markera i ett
diagram Uy* for Lo = 0.05,0.1,0.2,0.3,...,2.0 H.

2 Trapetsregeln ar speciellt bra nir integranden &r periodisk; 14s gérna mer om detta tex i Numeriska algoritmer
med Matlab, avsnitt 5.2.4, skriven av Gerd Eriksson (tillginglig pa kurswebben).
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5 ** Partikeln i faltet

0.05

Laddade partiklar ror sig med hog hastighet
in i ett omrade dar det finns tva elektro-
magnetiska kraftfalt. Vid passagen inuti
de bada kraftfalten kroks partikelbanorna.
Utanfor kraftfalten &r banorna rétlinjiga.
Filten finns inom tva cirkuldra cylindrar
bada med radien R och med axlarna paral-
lella med z-axeln, mittpunkter vid x = ay,
y = by) respektive x = ag, y = by). Det
elektriska falten i cylindrarna ar E1 = Fe, 0
respektive E9 = —Fe,, med konstant falt-

styrka E. De magnetiska falten ar riktade i oot}
z-led och ar starkast i mitten,

0.04

0.03

0.02

0.01 |-

i i I
[¢] 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

2 2
B, =B (1 — w%) e., respektive By = —B (1 — w%) e,

dar

ri=vV(@—-a)+y—b)? ro=/(x —a2)? + (y — b)2,

och w ar en viktfaktor med ett virde mellan 0 och 0.5. Om partikelns position vid tiden ¢ beskrivs
med vektorn r(t) = (z(t), y(t), z(t)) sa giller f6ljande differentialekvation for partikelrérelsen:

mir=Q (E + 7 x B),

dér m &r partikelns massa och () dess laddning.

Betrakta forst rorelsen for en partikel. Den har hastigheten vy nér den kommer farande
langs negativa x-axeln i positiv riktning. Vi borjar studera rorelsen nér den passerar origo. Om
partikelns hastighetskomponent i z-led &r noll utanfor félten sa forblir den noll inuti de ovan
beskrivna falten; partikelbanan blir plan och kan beskrivas med enbart - och y-koordinater. I
detta fall erhalls differentialekvationerna

dx  Q r? dy d?y Q r? dx
S (E+(1-wi)BY Sl *(1-wt)BE
at? m< +< wR2> dt> dt? m< wR2> dt’

om partikeln befinner sig i forsta kraftfaltet. Hérled dessa uttryck ur kryssproduktsformeln
ovan. P& motsvarande sétt erhalls uttrycken inom andra kraftfiltet. Utanfor cirklarna (som
cylindrarna nu reducerats till) giller mr” = 0, dvs partikelrorelsen blir rétlinjig.

Var studie giller elektroner med massan m = 9.1091 - 103! kg och negativ laddning Q =
—1.6021 - 10712 C. Hastigheten ar vy = 455 - 10 m/s. Ovriga data: E = 20.0 V/m, B =
0.92-10~* Wb/m?, R = 0.012 m, a; = 0.015, by = 0, as = 0.030, by = 0.034. Viktfaktor
w = 0.2.

Berdkna elektronens bana fran x = 0 tills den med god marginal l1amnat den andra cylinderns
kraftfalt. Utnyttja kunskapen om rétlinjig rorelse utanfor kraftfalten med ekvationslosning for
skiarning mellan rét linje och cirkel. Anvénd en egen RK4-metod for 16sning av ode-systemet
inuti kraftfalten och utfér lamplig interpolation for att erhélla elektronens position precis vid
utgangen av varje falt. Prova dig fram till lagom tidssteg som ger acceptabel noggrannhet och
motivera det valda steget!
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Lat nu tre elektroner alla med hastigheten vy i x-riktningen komma in i parallella banor;
startpositioner vid ¢t = 0 &r = = 0 och y = —0.002, 0, 0.002. Berékna och rita de tre elektron-
banorna med samma viktfaktor w = 0.2 som ovan. Efter passagen genom kraftfélten &r banorna
inte parallella langre. Genom att forflytta det andra faltet 1 y-led (alltsd &ndra bo-virdet) kan
man astadkomma att banorna for elektron nr 1 och 3 blir parallella igen. Anvénd en effektiv
algoritm, tex sekantmetoden eller intervallhalvering, for att bestimma denna cylinderplacering.
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6 * Naturen — vaxter, moss och ormar

Vid bérjan av ar noll planteras 100 exemplar av en nyttovixt pa en bordig 6. Bestandet utvecklar
sig snabbt med tiden enligt
dV/dt = a1V — asV?,

dar V(t) ar antalet viaxter vid tiden ¢ (tidsenheten &ar ar). Konstanterna ar a; = 16 och ag =
1.8 - 107°. Differentialekvationen #ir analytiskt 16sbar (separabel) men kan forstas ocksa 16sas
numeriskt. Man finner att da ¢ 6kar s& nérmar sig V' (¢) ett konstant slutvérde, vilket?

Lat tidpunkten vara 77 da antalet vixter stigit till 95% av slutvirdet. Ange hur manga dagar
efter inplanteringen som detta uppnas. Anviand RK4 med tidssteget en dag, alltsa dt = 1/365, for
att finna dagen. Men prova dessutom om RK4 med tidssteget en vecka (och viss interpolation)
leder till samma dag.

Just den dagen anlédnder tva vixtdtande djur - de klassificera som skadedjur S - till 6n (man
kan vél tédnka sig ett par moss). Samspelet mellan vixterna och djuren kan beskrivas med foljande
differentialekvationer, diar S(t) betecknar antalet skadedjur:

dV/dt = a1V —aV? — a3V
dS/dt = —bS™ 4 byV00508

I vaxtekvationen tillkommer termen —agV'S som effekt av att skadedjuren dykt upp, konstanten
az = 0.011. Djuren har svarigheter att oka ju fler de ar, diarav den negativa forsta termen i dS/dt,
konstanten dr by = 2.0, Djurantalet 6kar ddremot nér de har méjlighet att utnyttja fodan; i den
positiva andra termen géller by = 0.085.

Lésningen till detta differentialekvationssystem gar, da ¢ — 400, mot en konstant som inte
beror pa begynnelsevillkoren. Satt derivatorna lika med noll och 16s det ickelinjira system som
ger slutviardena for V och S.

Los differentialekvationerna numeriskt med ldmplig metod fram till tidpunkten T = 1.5
(d v s ett och ett halvt ar efter vixtplanteringen). Har antalet vixter och skadedjur hunnit
stabilisera sig? Hur manga procent (eller promille) avviker deras virden fran slutvirdena?

Vid denna tid infors rovdjur R (ett ormpar) pa on for att halla de vixtatande mossens antal
nere och ddarmed O0ka méangden av viaxter. Man far ett differentialekvationssystem dar vixtekva-
tionen dr oférdndrad (ormarna dter inte vixterna). Skadedjurs- och Rovdjurs-ekvationerna blir
nu

dS/dt = —b S + b V06598 3SR
dR/dt = —ciR+ c2SVR.

Med lampligt valda véirden pa konstanterna i modellen géller &ven héar att V', .S och R for stora
t-viarden narmar sig en konstant stabil 16sning. Lat b3 = 1.5, ¢; = 2.0 och c3 = 0.025. Berékna
som ovan slutvirdena for V', S och R.

Lés differentialekvationssystemet tills tre ar gatt sedan vixterna planterades, T3 = 3. Hur
néra sina slutvirden har de inblandade parterna natt?

Hjilper besprutning?

Oborna som utnyttjar vixterna och vill skorda frukterna #r dnda inte néjda — man tycker att
skadedjuren &ter for mycket. Vid tidpunkten T3 beslutar man sig for en arlig besprutningskam-
panj, som ar sd anpassad att 70 procent av skadedjuren dodas vid varje ars besprutning som sker
alldeles i slutet av aret. Effekten ar tyvérr sadan att &ven rovdjursstammen drabbas, 20 procent
av rovdjuren dédas samtidigt varje ar av giftet.
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Los alltsa differentialekvationssystemet med besprutning varje ar inférd. Efter nagon tid har
bestanden stabiliserats till nya véirden (en periodisk losning uppstér). Har 6borna gjort rétt?
Studera vixtbestandet under ett ar fére och efter besprutningskampanjen.

Hur kéinslig dr denna ekologiska modell for stérningar i koefficienterna? Goér nagra numeriska
experiment med sma (eller kanske stora) fordndringar i nagon eller nagra koefficienter och un-
dersok hur resultatet blir! For vilken koefficient dr V' kénsligast? Experimentera ocksé med
andra besprutningsmedel som paverkar skadedjurs- och rovdjursbestanden annorlunda &n det
forst provade giftet.

Utvidgning

Man kan hitta den periodiska 16sningen genom att kora flera (manga?) ar. Men man kan ockséa
hitta den genom att leta reda pa de startvirden S(0), R(0) som ger S(1) = S(0), R(1) = R(0)
dér besprutningen raknats med vid ¢ = 17. Man skordar vid slutet av aret alla vixter utom 100,
s& V(0) = 100. Det &r ett ekvationssystem F'(s,r) = 0 med tva obekanta, dar

Los detta med Newtons metod och differens-approximation till Jacobi-matrisen, dvs byt den
exakta Jacobi-matrisen mot

J(s,r) = (F(s+h,r});F(s,r) F(s,r+h});F(s,r)> € R¥? h< 1.

Notera att bade F och J kan evalueras genom att 16sa ODE-systemet.
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7 Ljudvagor under vattnet

Modifierad version av uppgift P8-15 i Kahaner-Moler-Nash.

The speed of sound in ocean water depends on pressure, tempera-
ture and salinity, all of which vary with depth in fairly complicated

ways. Let z denote depth in feet under the ocean surface (so that the z | c(2)
positive z axis points down) and let ¢(z) denote the speed of sound 0 | 5050
at depth z. We shall ignore the changes in sound speed observed 500 | 4980
in horizontal directions. It is possible to measure ¢(z) at discrete 1000 | 4930
values of z; typical results can be found in the table. We need ¢(z) 1500 | 4890
and also ¢/(z) between data points. Fit the data in a least-squares 2000 | 4870
sense with the non-linear model function 2500 | 4865
5 3000 | 4860
e(z) = 4800+ p1 + prs +pse P, 3500 | 4860
4000 | 4865
Use the Gauss—Newton method to do thisE] To obtain startguesses, 5000 | 4875
solve the linear least squares problem where ps = 1. Make a plot 6000 | 4885
over the data points and the received model curve ¢(z). Since the 7000 | 4905
sound speed varies with depth, sound rays will travel in curved 8000 | 4920
paths. A fixed underwater point emits rays in all directions. Given 9000 | 4935
a particular point and initial direction we would like to follow the 10000 | 4950
ray path. Thus letting x be the horizontal coordinate we know the 11000 | 4970
initial values: * = 0, z = zy, dz/dr = tan [y, where 5y denotes 12000 | 4990
the angle between the horizontal line z = zg and the ray in the start
point.

The ray path z(z) is described by the following second order differential equation

d*z d(2)

dez = 0 c(2)?

where qo = (c(20)/ cos fp)?. Use the Runge-Kutta method (or ode45) to trace the ray beginning
at zg = 2000 feet and Gy = 7.8 degrees.

x
‘___;
i e g R —" . .- A >
N
L&

(%)

NENaD :

3Las som hur man 16ser icke-linjira minstakvadratproblem med Gauss-Newton tex i Numeriska algoritmer
med Matlab, avsnitt 6.10, skriven av Gerd Eriksson (tillgdnglig pa kurswebben).
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Follow the ray for 25 nautical miles (1 nautical mile is 6076 feet). Plot the curve z(z). You
should find that the depth at x; = 25 nautical miles is close to 2500 feet.

Now suppose that a sound source at a depth of 2000 feet transmits to a receiver 25 miles
away at a depth of 2500 feet. The above calculation shows that one of the rays from the source
to the receiver leaves the source at an angle close to 7.8 degrees. Because of the nonlinearity of
the equation there may be other rays leaving at different angles that reach the same receiver.
Run your program for §y in the range from —10 up to 14 degrees, plot the ray paths and print
a table of the values z(xy).

We are interested in finding values of Gy for which z(xf) = 2500. Use an efficient algorithm,
like bisection or the secant method, to determine the rays which pass through the receiver.
Discuss the accuracy of your results.
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8 * Vindkastet

En aprildag med varma sydvindar trénar Pelle bollkast pa sportplanen. Han kastar i vig bollen
osterut med utkastvinkeln (i vertikalplanet) 30°, hastigheten 25 m/s och hojden 1.4 m. Pelle
har fétterna i origo i ett koordinatsystem med horisontella x- och y-axlar,  at Oster, y at norr
(i vindens riktning). Differentialekvationerna for bollbanan blir

i=—qd, j=-q(G—az), F=-981—qz dir q=c &+ (§ - a(2)? + 2.

Luftmotstandskoefficienten ¢ beror av bollradien och massan och &r for Pelles boll ¢ = 0.070.
Vindstyrkan &r 7 m/s vid marken och dkar den hér aprildagen med hojden enligt: a(z) = 7+0.35z.

Visa hur differentialekvationerna kan skrivas om pa vektorform till ett system av forsta ord-
ningens differentialekvationer och ange startvektorns komponenter.

Anvind en effektiv algoritm som bestdmmer kastbanan tills bollen natt mark och berdknar
nedslagsplatsen noggrant. Négon form av interpolation kan behdvas eftersom rakningarna inte
ska utforas med ett onddigt kort tidssteg. Bedom noggrannheten i resultatet.

Rita kastbanan — plotkommandot foér att rita en kurva i 3D &r plot3(x,y,z) dir x, y och
z &ar vektorer som innehéller kurvpunkternas koordinater.

Pelle vill att bollen trots vinden ska sla ned rakt osterut, alltsa pa z-axeln. Hur ska han vinda
sig i kastogonblicket for att astadkomma det? Hans utkastvinkel i vertikalplanet ar fortfarande
30°. Utvidga programmet med en effektiv algoritm for detta, baserad pa tex sekantmetoden eller
intervallhalvering.

Kast med studsar

Pelles boll studsar faktiskt nar den slar ner pa marken. Bollens hastighetskomponenter blir vid
studsen samma i - och y-led som de var just vid nedslaget, medan hastigheten i z-led byter
tecken. Lagg pa en lagom dampning, till exempel en dampningsfaktor pa 0.80 vid varje studs.
Visa en bild 6ver bankurvan for den studsande bollens fem forsta studsar, ndr Pelle kastar i vig
bollen s& att forsta nedslaget hamnar pa x-axeln.

Utvidgning

Nu vill Pelle prova bolltraff mot en liten grej pa toppen av en 3.5 meter hog stolpe, 6 m 6sterut och
2 m at norr, alltsa vid zpry1 = 6.0, Ypry1 = 2.0, 2pry1 = 3.5. Differentialekvationerna ar oférandrade,
samma boll och samma blast. Pelle har samma position som foérut men han &r lite forsiktigare,
utkasthastigheten ar 15 m/s. Pelles forsta forsok gors med utkastvinkeln 60° i vertikalplanet
och vridning 15° medurs sa att nésan pekar ungefér ostsydost. Skriv en algoritm som berdknar
bollbanan och med god precision (viss interpolation behovs!) anger y- och z-koordinaterna nér
bollen finns vid = xpyy1. Du ska sedan bestdamma utkastriktningen sa att Pelle traffar grejen pa
stolpen. Det ar tva villkor att uppfylla vid x = x,.y: rétt virden pa y och z och tva obekanta
vinklar (6, ¢) att bestdimma. Det leder till ett icke-linjart ekvationssystem F'(0, ¢) = 0 med tva
obekanta. LoOs detta med Newtons metod och differens-approximation till Jacobi-matrisen, dvs
byt den exakta Jacobi-matrisen mot

J(0,8) = <F(9+h,¢z—F(a,¢) F(9,¢+h}3—F(97¢)) € R2%2, h<l.

Notera att bade F och J kan evalueras genom att 16sa ODE-systemet.
Rita upp stolpen och Pelles lyckade bollkast som slar ned grejen fran stolpen.
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9 Flodespaketet — partikelflode forbi en cylinder

En langstrackt cylinder med radien R = 2 befinner sig i en inkompressibel vatska som strommar
i positiv x-riktning. Cylinderns axel &r vinkelrdt mot flodesriktningen. Det hela kan betraktas
som ett tvadimensionellt problem i rummet. Léget (z(t), y(t)) for en flddespartikel vid tiden ¢
bestdms av partikelns startposition (z(0), y(0)) och av differentialekvationssystemet

dx 1 R%(2? — 4?) dy 22y R?
dt (22 +y2)? " dt (2 +y?)?
Vid ¢t = 0 befinner sig fyra flodespartiklar vid * = —4 med y-positionerna 0.2, 0.6, 1.0 och

1.4. Berédkna och rita deras stromningskurvor fram till tiden ¢t = 12. Notera laget for de fyra
partiklarna vid denna tidpunkt. Den understa partikeln har hamnat pa efterkilken. Berdkna
med en effektiv algoritm hur lang tid som kravs for att den ska na fram till samma x-position
som den 6versta har vid ¢t = 12.

Vi vill nu studera hur ett paket av flodespartiklar deformeras nér det strommar forbi cylindern.
Det géller att 16sa differentialekvationssystemet en tidsperiod i taget och rita en 6gonblicksbild av
partikelpositionerna. Lat startformationen for partikelpaketet vara en regelbunden tjugohorning
med centrum i (—4, 1) och radiellt avstand till hérnen 0.6.

Beriékna arean av varje deformerad polygon. For en sluten polygon finns foljande trapet-
sregelliknande areaformel:

A= (x1y2 — Toy1 + T2y3 — 3Y2 + - + Tpy1 — xlyn)/Q.

Plotta arean som funktion av tiden t.

Gor om berdkningarna for en fyrtioh6rning och en attiohérning Fortsatt eventuellt med en
fordubbling av antalet horn. Vilken slutsats kan dras om partikelpaketets area under strémningen
forbi cylindern?

Utfor &ven egna experiment med annan startform pa partikelpaketet och andra startpositioner i
y-led.
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10 ** Vattenraketen i provbiank

En vattenraket kan goras av en PET-flaska som halvfylls med vatten, varefter man pumpar in
luft till s& hogt tryck man vagar. Vid tiden ¢ = 0 6ppnar man sedan ventilen i flaskhalsen och
vattnet sprutar ut och om flaskan inte satts fast sa flyger den ivdg. Men nu sitter den i en
provbank.

Vi ska gora en matematisk modell av raketen och anvinda den till att optimera fyllnings-
graden s& att den totala impulsen blir stérst. For enkelhets skull antar vi att flaskan inte har
nagon hals, dvs flaskan &r ett ror. Roret ma vara L m langt, och vattenytans position i ett
koordinatsystem med origo i réroppningen ar X ().

& w

0 X(f) L

Vatten strommar ut

= X
n(o & 1

Proppen ror sig, inget strommar ut

Vi antar att luft uppfor sig som en ideal gas med v = C,/C, = 7/5 (exakt) och férsummar
friktion, troghet hos luften liksom vérmeledning och tyngdkraft pa vattnet. Vi infér ocksa de

gHa
L2

mitt i vattenpelare dr H, [m] och tyngdaccelerationen #r g [m/s?]. Sa linge det finns vatten
kvar (£ > 0 och d§/dt = w < 0) géller da

dimensionslésa variablerna for positionen £ = X/L och tiden 7 =t dér atmosfarstrycket

dw 1—-&\" B
e -1-v(9) w(0) =0, (@)
g B

Har ar initialtrycket i atmosfarer betecknat N.

En svarighet dr att ¢ kan bli noll och da blir d?¢/dr? oéndlig. Men d¢/dr och dérmed
energierna forblir dndliga och det betyder bara att allt vatten verkligen aker ut pa andlig tid och
att det darefter &r slut.

For mycket vatten ger dalig fjutt

Om man fyller for mycket orkar trycket inte pressa ut allt vatten, utan trycket blir sa lagt att
det vinder, sdg vid 7 med £ = & > 0. D& sugs luft in istéllet for vatten och det blir en propp
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med ldngd & som éker tillbaka:

d 1-— K
;:Zl_N(l?) ’ v =0 o
L ém) =&

Sa smaningom vander det igen. Kommer det ut mera vatten da? Hur ser sddana I6sningar ut?
Plotta dels & som funktion av 7 och dels w som funktion av £, dvs lésningen i fasrummet.

Lagom vatten ger bast fjutt

Om man vill fa fart pa raketen ska allt vatten ut. Troligen far trycket inte sjunka under 1
atm i flaskan, for da bromsas ju det utstrommande vattnet. Det ger ett villkor pa &. Vilket?
Framdriften upphor nér vattnet tar slut, dvs. nér £ blir 0. Det intraffar vid obekant tidpunkt,
7 = 7m*. Vi vill att den totala impulsen I ska bli maximal. Uppgiften ar nu att véilja & sa att

1= [ éar
0
blir s& stor som mojligt.

Loésningsmetoder

Lagg till lamplig differentialekvation som berdknar I tillsammans med ekv. och . & blir
aldrig noll sa det blir ingen division med noll att undvika. Det handlar om att byta diffekvation
nér det vinder. Det kan goras pa flera sétt:

e Anvind och berdkna &1, 71 genom lamplig interpolation i en med ode45 eller RK4 eller
annan metod framraknad tabell 6ver 16sningen. Kor sedan [5l Kan du motivera varfor inget
mer vatten rinner ut?

e Infor i ytterligare en ny variabel 1 som ska betyda vattenproppens undre koordinat.
Da giller dn/dt = w, utom nir n < 0 och w < 0 da dn/dr = 0, fér n kan ju aldrig passera
roroppningen. Utéka ODE-systemet med denna ekvation och ldmpligt initialvérde.

Nér € dr ndra 0 gar det vildigt fort och £ = 0 ger division med noll. Modifiera systemet sa, att
nar w < 0 med mycket litet £ > 0 sa sétts alla tidsderivator till noll — processen ar slut.
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