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1. (3p) En av l6sningar till den homogena differentialekvationen

23y + 22y — 4oy =0, x>0

har form y(z) = z%. Bestdm den allménna 16sningen till ingomogena differentialekva-

tionen

o3y + 2%y — 4oy = =3, x> 0.

Bestdm dven den 16sning som uppfyller y(1) =4, y/(1) = 1.

Lésning: Forst soker vi den allménna l6sningen till ekvationen mha reduktion av

ordning. Vi séker den andra 16sningen pa formen y(z) = z?u(x). Deriverar ansatsen

och sétter in den i ekvationen:
23 (2 + dau’ + 2y) + 2 (2% + 20u) — dadu = 3.

Forenkling ger:
2°u” + 5zt = —3.

Satt w =/, sa w' = u”. Vi far
25w’ 4 5rtw = —3.

Man kan 16sa denna ekvation mha integrerande faktor. Men vi noterar att viansterledet
ar (r’w)’. Var ekvation ér alltsa (z°w)’ = —3. Integrera map x:

C
Pw=-32+C & w=-3r*+Cr° & u= /w(x)da: =27~ Zx_4 + Cs.

y(z) = 2?u(z) = 27! + C1z7% 4+ Cyx?. Denna formel definierar faktiskt den allménna
l6sningen till ekvationen.

Antag att y(z) = 27! + az™2 + bx? #r en 16sning till begynnelseviirdesproblemmet;
vi ska bestimma konstanterna a och b. Vi har: ¢ = —272 — 2ax=3 + 2bz. Villkoren
y(1) =4, y'(1) = 1 ger: a = 1, b = 2. Losningen till begynnelsevirdesproblemmet &r
y(r) =271 + 272 + 222

2. (3p) Los system av differentialekvationer

= —x — 4y;
Yy =x—uy.

Skissa en typisk 16sning.

Lésning: Systemet kan skrivas som X' = AX dir X = (z,y)T (bokstaven T i
notationen betyder att X &r en kolonn-vektor med komponenter (z,y)), och

a=(1 D)



Den karakteristiska ekvationen har form det(A — ) =0 < (A + 1) +4 = 0. Denna
har rotter Ay = —1 + v/2i och Ay = —1 — /2i.
Soker egenvektor K motsvarande Aq:

—2i —4
0=(A-MDK = ( 1 _22.).
Man kan ta K = (2i,1)T. Beteckna B; = Re(K) = (0,1)7, B, = Im(K) = (2,0)T.
Med denna notation finner vi tva linjart oberoende l6sningar pa formen:

—2sin 2t
X, =(Bj cos2t — Bysin2t)e " = ( St )e_t
cos 2t

2 2t
Xy =(Bycos2t + Bysin2t)e " = ( (,:OS )e_t
sin 2t

och den allménna losningen har form
X = ClX 1+ CQXQ

dar C och C5 ar godtyckliga konstanter.

Eftersom egenvirden for systemets matris A &r komplexa med en negativ realdel,
ar typen av den kritiska punkten 0 stabil spiral. Det aterstar att se om spiralen &r
moturs eller medurs. Betrakta tangentvektorn till en bana som gar genom punkten
(1,0). Denna vektor far man om man sétter in z = 1, y = 0 i systemet (eftersom
systemet dr autonomt). Vi far vektor (—1,1), alltsa gar spiralen moturs.

3. (3p) Bestédm de kritiska punkterna till autonoma systemet

x’:x2—y2;
y =xy —4.

Klassificera de kritiska punkterna med avseende pa stabilitet /instabilitet samt ange
typ (d v s nod, sadelpunkt, spiral m m).

Lésning: De kritiska punkterna ges av
{ 2?2 — 2 =0;

xy —4=0.
Den forsta ekvationen har 16sningar x = y eller x = —y.
Om x = y, ger den andra ekvationen 2°> = 4 < x = 2 eller x = —2. Motsvarande
kritiska punkter ar (2,2) och (-2, —2).
Om z = —y, ger den andra ekvationen —z? = 4. Denna ekvation har inga reella
rotter.

For att klassificiera punkterna, berdknar egenvarden for Jacobianen. Betrakta punk-

ten (2,2) forst.
(22 2y (4 -4
) ()

Denna matris har komplexa egenvirden A = 3 4+ +/7i. Den kritiska punkten &r en

instabil spiral.
—4 4
J|(—2,72) = (_2 _2)

Betrakta punkten (-2, —2).
Denna matris har komplexa egenviarden A\ = —3 + V/7i. Den kritiska punkten &ar en
stabil spiral.



