KTH Datavetenskap
och kommunikation

DT1130 Spektrala transformer
Tentamen 150408

Tentamen bestar av fem uppgifter dar varje uppgift maximalt ger 4 p. Normalt géller foljande
betygsgrinser: E: 9 p, D: 11.5 p, C: 14 p, B: 16 p, A: 18 p
Tillatna hjalpmedel: rdaknare, formelblad (bifogat)

Lycka till!

1

En analog fyrkantvag x1(t) med frekvensen 100 Hz samplas med samplingsfrekvensen fs.

a Skissa | X (w)]| - spektrum av x1(t) 1p
b Hur ska man véilja fs; om man vill behalla alla deltoner vars amplitud &r minst en tiondel
av den hogsta deltonens amplitud? 3p

Tips: utnyttja fourierserien for fyrkantvig (se formelsamling)

2

I figur |1] ser du frekvenssvar (till vinster) och insignal/utsignal-plottar (till hoger) for ett an-
tal linjéra tidsinvarianta sytstem. I insignal/utsignal-plottarna har en fyrkantvag (1,-1) utgjort
insignalen (streckad linje), och utsignalen ar heldragen. Para ihop ratt frekvenssvar med ratt
in/utsignalplot! Observera att det blir ett in/utsignalplot 6ver. Motivera kort varje par. (1p/
korrekt par)

3

Ingenjor Inge Naning har fatt i uppgift att undrescka ett tidsdiskret filter som inkommit till
avdelningen for oidentifierade linjara system. Pa filtret star att ldsa texten Tidsinvariant och
tidsdiskret filter utan dterkoppling.

Inge matar filtret med en speciell testsignal z(n), och observerar da utsignalen y(n) (se figur

).

Inge behover nu din hjalp att

a Ta fram differensekvationen for filtret (y(n) = ...)
b Rakna ut filtrets nollstéllen i z-planet

c Skapa ett inversfilter, och rita upp ett filterschema for detta. Inversfiltret ska alltsé, da det
kaskadkopplas med det okédnda filtret, ger ett system vars sammantagna impulssvar ar en
impuls - §(n).

1(7)
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2(7) Figur 1. Vilket frekvenssvar hor till vilken in/utsignal?
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Figur 2. Insignal z(n) och utsignal y(n) for Inges filter
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a Beskriv principen for transformbaserad bildkodning, typ JPEG. Hur fungerar det, och
varfor? (3p)

b Forklara med utgangspunkt i foregaende svar varfér foton lampar sig béttre for JPEG-
komprimering &n t.ex. datorgenererade linjeritningar och text. (1p)

5

Ett aterkopplat filter har tva poler, beldgna i Re?® och Re=79

Ange, pa enklaste mojliga form:

, samt tva nollstéllen i origo.

a) Overforinfunktionen H(z) (1p)
b) Differensekvationen for filtret, dvs. y(n) = ... (Ip)

¢) Impulssvaret h(n). Vilken effekt har R och 6 pa filtrets impulssvar? (2p)

tips: anvand partialbraksuppdelning + tabell i formelsamlingen for att transformera H(z)
till h(n).
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LOSNINGAR

1

a

Deltoner ges av fourierserien for fyrkantvig: endast udda deltoner (frekvenser som &ar en udda
multipel av grundtonsfrekvensen). Amplituden avtar enligt 1/k dvs om 100 Hz har amplituden 1,
s& kommer nésta delton ha frekvensen 300 Hz och amplituden 1/3, nista 500 Hz med amplituden
1/5, 700 Hz med amplituden 1/7 osv.

b

Den hogsta deltonen &ar grundtonen (100 Hz). En tiondel fas enl. 1/k vid delton 10 (som visserligen
ar noll eftersom den &r jimn sa egentligen riacker det med delton 9). delton 10 har frekvensen
1000 Hz, vilket ger att samplingsfrekvensen maste vara dubblet sa hog dvs 2000 Hz.

2
1-c
2-e
3-d
4-a

3

a

Frekvenssvaret ar hogpass, ingen DC slipper igenom, utsignalen ska svianga
in mot noll, och det gor den bara i c.

Frekvenssvaret ar ett lagpassfilter med lag brytfrekvens, i princip bara DC
slipper igenom — ldngsamma rorelser i utsignalen.

Brant lagpass-filter, med hog brytfrekvens “ringningar” uppat nykvistfrekven-
sen. Forstarkning=1 vid w = 0 innebar att utsignalen ska svinga in mot
insignalen.

Frekvenstopp vid ca 0.27 innebér en svangningsperiod péa 10 sampel, vilket
stdmmer med a, men inte b. DC-forstarkning = 0.5, utsignalen ska svéinga in
mot 0.5 x utsignalen, tyder ocksa pa a.

Insignalen x(n) bestar av tva impulser; en positiv vid n = 0 och en negativ vid n = 3. Utsignalen
y(n) upprepas spegelvant efter den andra impulsen vilket innebér att impulssvaret har langden
3 och bestar av de tre forsta samplen i y(n) dvs 1,-1 och 0.5. Detta ger

y(n) =z(n) —z(n —1) + 0.5z(n — 2)

b

Differensekvationen ger direkt

H(z)=1-2z14052"2=

22— 2405

22

Nollstéllena (H(z) = 0, anvind PQ-formeln):

1:|: .
z2=—*—
5 J
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C
Inversfiltret ges av

I 1 Y(2)
H(z) 1—-2z14052"2  X(z)

vilket skrivs om till
V()1 -2 405272 = X(2)
overgang till tidsdomén ger
y(n) —y(n — 1) + 0.5y(n — 2) = z(n)
y(n) =z(n) +y(n —1) — 0.5y(n — 2)

vilket motsvaras av filterschemat
x(n) T y(n)

<7

> D]

4
a

JPEG-kodningen innebér att bilden forst delas in i block, om 8x8 pixlar. Dessa block transfor-
meras sedan med DCT, vilket resulterar i en koefficientmatris, dar koefficienter som motsvarar
laga spatiala frekvenser aterfinns i ena hérnet och héga frekvenser i andra. Kodningen bygger pa
att den lagfrekventa informationen &r perceptuellt viktigare, dvs den hogfrekventa informatio-
nen inte behover representeras med lika méanga bitar, och mycket information kan kastas bort.
Detta gors genom att kvantisera koefficientmatrisen pa ett sddant sitt att hégfrekvenskoeffici-
enter kvantiseras hardare an de “laga”. (Manga koefficienter blir dessutom i praktiken noll vid
kvantiseringen och dessa kan packas extra effektivt med traditionella metoder).

b

Vid JPEG-kodnign av linjeritningar och andra bilder som innehaller mycket skarpa kanter sa
uppkommer artefakter i bilden, som beror pa att skarpa kanter kréver mycket hégfrekvent infor-
mation for att representeras korrekt. Om bilden dessutom bara innehaller ett fatal farger (t.ex.
bara svart och vitt) sa blir dessa artefakter extra tydliga.

5
a
Utifran polernas och nollstéllenas ldgen kan vi direkt konstruera éverforingsfunktionen som

22 22 1

H(z) = - = , . =
(2) (2 — Rei?)(z — Re=3%) (22 — 2R(e?? — Re=39) + R2) (1 — 271'2Rcosf + 272R?)

6 (7)
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b
H(z) ovan ger att
Y (2)(1 —2Rcos0z7 + R*272%) = X(z)
vilket vi kan transformera till tidsdoménen enligt nedan:
y(n) — 2RcosOy(n — 1) + R*y(n — 2) = z(n)

y(n) = z(n) + 2Rcos fy(n — 1) — R*y(n — 2)

C

For att fa impulssvaret behover i inverstransformera H(z) till tidsdoménen. For att kunna gora
det behover vi forst skriva H(z) pa en form som finns i z-transformtabellen (i formelsamlingen),
dvs vi vill som mest ha ett férsta ordningens polynom i ndmnaren. Vi kan astadkomma detta
med partialbraksuppdelning. Anséatt:

Az N Bz
z— Red? = 2 — Re—99

H(z)=

Vi ska nu férséka bestdmma konstanterna A och B. Satt p4 samma brakstreck och forenkla:

Az(z — Re™%) + Bz(z — Rel?)
(2 — Rei?)(z — Re=19)

H(z)=

_ (A+B)22 — (ARe 9% + BRe’)z
(2 — Red?) (2 — Re97)

Detta uttryck maste blir identiskt med 6verforingsfunktionen i a) vilket ger f6ljande ekvatio-
ner:

z%-termen ger A+ B =1 z-termen ger ARe 7% + BRel? =0

Sétt in den forsta i den andra och férenkla:

ARe ™% 4 (1 — A)Re?’ =0

Re? Re— 99
Rel? — Re—19 Rei® — Re—i9

Nu kan vi inverstransformera det uppdelade uttrycket for H(z) med hjilp av 4:e z-transformen
i formelsamlingen:

h(n) = A(Re’)"u(n) + B(Re™9%)"u(n)
Séatt slutligen in A och B enl. ovan och férenkla med eulers formler:

_ ReI(Red)" — Re*je(Re*je)"u ) — R"sin(f(n + 1))

h(n) R(el? — e—i?) (n) = sin 6 u(n)

Detta impulssvar beskriver en ddmpand svingning, dar R bestdmmer hur fort amplituden
ska avta (stort R - langsam avklingning) och # ar svingningens vinkelfrekvens.
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