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Allmint géller foljande:

e For full podng pa en uppgift kriavs att 16sningen dr vil presenterad och litt att folja. Det
innebdr speciellt att inforda beteckningar definieras, att den logiska strukturen tydligt be-
skrivs 1 ord eller symboler och att resonemangen &r vil motiverade och tydligt forklarade.
Losningar som allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

e Om l6sningen helt saknar forklarande text, eller motsvarande forklaring i form av lo-
giska symboler, till berdkningar och formler ges hogst tva poidng. Detta markeras vid
bedomningen med FTS (Forklarande text saknas).

e Om losningen har forklarande text men inte tillrickligt for att det ska ga att forsta alla
steg ges hogst tre podng sammanlagt pa uppgiften. Detta markeras med FLFT (For lite
forklarande text).

e Mindre riknefel ger i allmédnhet inte avdrag om de inte dndrar uppgiftens karaktir eller
leder till orimligheter som borde ha upptickts.

e [osningen ska kunna ldsas av en person som inte &r insatt i problemet i forvig. Be-
visbordan ligger pa den som skriver, inte pa den som léser.
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(1) Funktionen f dr definierad pa omradet som ges av olikheterna z > 1/2 och y > 0 genom

flz,y) =In(2x — 1) + In(y) — xy — =.
(a) Forklara vad det innebdr att en punkt dr en stationdr punkt' for funktionen f och

kontrollera att (1, 1) dr en sddan punkt. 1 p)
(b) Skriv upp Taylorutvecklingen till f av ordning tvé i punkten (1, 1). 2p
(c) Avgor vilken typ den stationéra punkten (1, 1) har. (1p)

Bedomning: Uppgiften testar kunskap om begreppet stationdir punkt och formagan att
berdkna Taylorpolynom och att anviinda dessa for karaktérisering av stationédra punkter.
(a) Korrekt forklaring till vad stationcir punkt innebir och korrekt kontroll av att (1,1)
dr stationdr, 1 poang.
(b) e Korrekt beriknade partiella derivator upp till ordning tva, 1 podng.
e Korrekt slutférd beridkning av Taylorpolynomet, 1 poang.
(c) Korrekt motiverad slutsats om att (1, 1) dr ett lokalt maximum, 1 poéng.

(2) Latr(t) beskriva en partikels position i zy-planet dér den ror sig moturs med en konstant
vinkelhastighet om w radianer per sekund 1 en cirkel med radie R kring origo.

(a) Skriv upp uttrycket for r(¢) om partikeln vid tiden ¢ = 0 s befinner sig i punkten

(R,0). (1p)

(b) Berikna derivatan r’(¢) med hjilp av uttrycket fran del (a). (1p)

(c) Arbetet som utférs av en kraft F(t) under rorelsen ges av [, F(t) - dr. Newtons

andra lag siger att den kraft som verkar pa partikeln dr mr”(t), ddar m &r partikelns

massa. Vilket arbete utfor denna kraft medan partikeln firdas ett halvt varv kring

origo? 2p

Bedomning: Uppgiften testar formagan att parametrisera kurvor, att derivera vektorvirda
funktioner och att anvinda detta i ett tillampat sammanhang.
(a) Korrekt uttryck for r(t), 1 poédng.
(b) Korrekt genomford derivering av r(t), 1 poing.
(c) e Korrekt beridkning av integranden F - dr, 1 poing.
e Korrekt slutford beridkning av arbetet, 1 podng.

'En stationir punkt kallas ocksa for en kritisk punkt.
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Betrakta den kropp K i rummet som ges av olikheterna
0<z<a?+4y° och 2 +y* < 1.

Volymen av kroppen kan beridknas med trippelintegralen

Jf [ rav = [[[ vaviyi

(a) Stéll upp den trippelintegral som ger volymen av /' med upprepad integration i de
ratvinkliga koordinaterna x, y och z. (1p)
(b) Utfor det variabelbyte som krdvs for att berdkna trippelintegralen fran del (a) med
hjilp av cylinderkoordinater. 1p)
(c) Beridkna volymen av K, exempelvis genom att berdkna trippelintegralen fran del

(b). 2p)

Bedomning: Uppgiften testar formagan att berékna trippelintegraler med variabelbyte
och upprepad integration. Speciellt testas formagan att anvinda cylinderkoordinater.
(a) Korrekt uppstilld trippelintegral i de rdtvinkliga koordinaterna inklusive integra-
tionsgrinser, 1 poang.
(b) Korrekt uppstilld trippelintegral i cylinderkoordinater inklusive integrationsgrinser,
1 poing.
(@) e Principellt korrekt upprepad integration, 1 poidng.
e Korrekt slutford beridkning av volymen, 1 poang.

“4)

Berikna flodet av vektorfiltet F(z, y, 2) = (xy,yz, y>+2?2) ut genom begriinsningsytan
till den cylinderformade kropp K som ges av olikheterna

?+y*<1 och 0<2z<1

antingen genom att parametrisera ytans olika delar eller genom att anviinda divergenssat-
sen. (4 p)

Bedomning: Uppgiften testar formagan att berikna flodesintegraler, antingen genom
en parametrisering eller genom att anvinda divergenssatsen. Dérigenom testas ocksa
formagan att beridkna trippelintegraler eller dubbelintegraler med upprepad integration.

Vid anvindade av divergenssatsen:

e Korrekt anvindning av divergenssatsen, 1 poidng.

e Korrekt byte till cylinderkoordinater i trippelintegralen, 1 poidng.

o Korrekt upprepad integration, 1 poang.

e Korrekt slutford beridkning av flodet, 1 poing.

Vid parametrisering av ytans olika delar:

e Korrekt parametrisering av delarna, 1 poidng.

e Korrekt berdkning av flodet genom mantelytan, 1 poang.

e Korrekt berdkning av flodet genom de bada cirkelskivorna, 1 poing.

e Korrekt slutford berdkning av flodet, 1 poing.
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(5) For att flyga med flygbolaget Lagrangian Airlines krivs att det incheckade bagagets yt-
termatt skall uppfylla att summan av dess hojd, bredd och djup inte 6verskrider 150 cm.
Bestdm den maximala volym som en rétvinklig parallellepiped kan ha for att fa tas med
som incheckat bagage. 4p)

Bedomning: Uppgiften testar formagan att formulera ett matematiskt optimeringspro-
blem utifrdn en given problemstéllning. Darutdver testas formagan att 16sa ett enklare
optimeringsproblem pa ett kompakt omrade dar man behover gora optimering bade med
och utan bivillkor.

e Korrekt motivering till att maximum maste finnas, 1 poang.

e Korrekt undersokning av stationédra punkter, 1 poang.

e Korrekt anvindning av Lagranges metod, 1 poang.

e Korrekt motiverad slutsats, 1 poang.
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(6) 1en enkel modell av ett gasmoln antas det utanfor klotet 2% +y%+ 2% < 1 ha en masstithet
som i limpliga enheter ges av

e~ (@ +y*+2%)
flx,y,2) =K .
R
Berikna gasmolnets totala massa. 4 p)

Bedomning: Uppgiften testar formagan att berdkna generaliserade trippelintegraler med
sfiriska koordinater.

e Korrekt 6vergang till sfariska koordinater, 1 poidng.

e Principiellt korrekt genomford upprepad integration, 1 poang.

e Korrekt slutford berdkning av massan, 1 poang.

e Korrekt motivering till varfor den generaliserade integralen konvergerar, 1 poang.

(7) Lat K vara den homogena kropp som beskrivs av olikheterna
2>0, 2*+9y*+22<4 och 22> +92

Berikna z-komponenten av masscentrum for kroppen K. 4p)

Bedomning: Uppgiften testar formagan att anvénda trippelintegraler for att berdkna mas-
scentrum for en kropp.

Korrekt metod for att bestimma masscentrum, 1 poidng.

Korrekt beriknad volym, 1 poang.

Korrekt beriknad momentintegral , 1 poing.

Korrekt slutférd beridkning av masscentrum, 1 poang.
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(8) Betraka den vektorvirda funktionen f som ges av

22 — 12
f(x,y) = (xy 5 Y )

for alla (z,y) i R Punkten (z,y) = (v/3,1) ir en fixpunkt till f, vilket betyder att
£(v/3,1) = (v/3, 1). For varje positivt heltal n kan vi bilda funktionen f,, genom att sitta
samman f med sig sjdlv n ganger, dvs fs = fof,fy=fofof, etc.

(a) Bestim Jacobimatrisen Df i fixpunkten (1/3,1). (1p)
(b) Visa att (v/3,1) dr en fixpunkt for alla funktionerna f,,, for n > 1. 1 p)
(c) Bestim ett uttryck for Jacobimatrisen Df,, i fixpunkten (1/3, 1) som giller for alla

n > 1. 2p)

Bedomning: Uppgiften testar formagan att anvinda vektorvirda funktioner och Jacobi-
matriser av vektorvirda funktioner i ett delvis nytt sammanhang som ges 1 uppgiften.
(a) Korrekt berikning av Jacobimatrisen , 1 podng.
(b) Korrekt motivering till att (1, \/§) ar fixpunkt til f,, for alla n (formell induktion
krivs inte), 1 poang.
(c) e Korrekt uttryck som A”, 1 poing.
e Korrekt mer explicit uttryck, 1 podng.

(9) Beriikna kurvintegralen | o F - dr dir vektorfiltet F ges av
F(z,y,2) = (y+ 2,2+ 2,2 +4y)
och C' ér kurvan som ges av
r(t) = (tcos(1 —t?), t2, t), 0<t<1.
(4 p)

Bedomning: Uppgiften testar formagan att berdkna kurvintegraler dér delvis nya an-
greppssitt kravs.

Korrekt uppdelning av filtet i ett konservativt filt och ett enklare félt, 1 poang.
Korrekt berdkning av kurvintegralen for det konservativa filtet, 1 poiang.

Korrekt beridkning av kurvintegralen for det resterande filtet, 1 poing.

Korrekt slutférd beridkning av den ursprungliga kurvintegralen, 1 poang.




