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Losningsforslag till tentamen 2015-06-04

DEL A

1. Funktionen f dr definierad pa omradet som ges av olikheterna x > 1/2 och y > 0 genom
f(z,y) =In(2x — 1) + In(y) — xy — =.

(a) Forklara vad det innebir att en punkt ér en stationdr punkt' for funktionen f och

kontrollera att (1, 1) &r en sddan punkt. 1p)

(b) Skriv upp Taylorutvecklingen till f av ordning tva i punkten (1, 1). 2p)

(c) Avgor vilken typ den stationidra punkten (1, 1) har. 1p)
Losningsforslag.

(a) Att en punkt dr stationdr innebdr att gradienten for funktionen &r noll i den punkten.
I vart fall 4r gradienten

_(9f of (2 1
T O e ).
och nér vi berdknar det for (x,y) = (1, 1) far vi

Vf(l,l)—(2'12_1—1—1,%—1>—(2—1—1,1—1)—(0,0).

Alltsa @r (1, 1) en stationér punkt.
(b) For Taylorpolynomet av grad tva behdvs andraderivatorna av f och dessa ges av

2 2 2
(9f:_ 1 , af:—l och ﬂ:—i.
Ox? (2x —1)2"  Oz0y dy? y?
I punkten (z,y) = (1, 1) far vi
82f a2f a2f
— =4 =-1 h — =-1.
Ox? " Oz0y oc oy?

'En stationir punkt kallas ocksa for en kritisk punkt.
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Virdet i punkten (1,1) dr f(1,1) = 0+0—1—1 = —2 och eftersom det ir en stationr
punkt dr den linjdra termen noll. Ddarmed ges Taylorpolynomet kring punkten (1, 1)

av
(z—1)° (y—1)
2

p(x,y) = =2+ (—4) —(z-1)(y-1) - 5

(c) Typen for den stationdra punkten bestims av andragradstermen som kan skrivas som
1 1
3 (—4h* — 2hk — k) = -5 (3n* + (h + k)?)

som dr negativt definit. Ddrmed &r (1, 1) ett lokalt maximum. Vi kan ocksa se detta
genom att se pa egenvirdena till matrisen

*f  f

oxZ  Bzoy | _ -4 -1

2f 2f T =1 —1|°

ozxdy  Oy?
I och med att determinanten dr 4 — 1 = 3 som &r positiv har bada egenvirdena samma

tecken och i och med att sparet dr negativt maste de bada vara negativa och vi drar
ater igen slutsatsen att formen 4r negativt definit och (1, 1) en lokal maxpunkt.

Svar.
(b) Taylorpolynomet ir p(x,y) = —2 + (—4)@ —(z—1)(y—1)— %
(c) Punkten (1, 1) &r ett lokalt maximum.
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2. Lat r(t) beskriva en partikels position i zy-planet déir den ror sig moturs med en konstant
vinkelhastighet om w radianer per sekund i en cirkel med radie R kring origo.

(a) Skriv upp uttrycket for r(¢) om partikeln vid tiden ¢ = 0 s befinner sig i punkten
(R,0). (1p)
(b) Berikna derivatan r’(¢) med hjilp av uttrycket fran del (a). (1p)
(c) Arbetet som utfors av en kraft F'(¢) under rérelsen ges av [, F(t) - dr. Newtons andra
lag sdger att den kraft som verkar pa partikeln dr mr”(t), dér m dr partikelns massa.

Vilket arbete utfor denna kraft medan partikeln firdas ett halvt varv kring origo?

2p)
Losningsforslag.
(a) Om vi anvénder poldra koordinater har vi r = R och 6 = wt och nér vi skriver det i
rektanguldra koordinater far vi
r(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt)) .
(b) Vi deriverar r(t) med avseende pa t och far
r'(t) = (—Rwsin(wt), Rw cos(wt)) .
(c) Arbetet ges av

/CF(t)-dr:/tlF(r(t))-r’(t)dt:/ttl mr’(t) - ¥/ () dt = 0

to 0
eftersom
r’(t) = (—Rw? cos(wt), — Rw” sin(wt))
som &r vinkelrit mot r’(¢) for alla ¢.

Svar.
(a) r(t) = (Rcos(wt), Rsin(wt)).
(b) r'(t) = (— Rwsin(wt), Rw cos(wt)).
(c) Arbetet ar noll.



SF1669 Matematisk och numerisk analys II — Losningsforslag till tentamen 2015-06-04

3. Betrakta den kropp K 1 rummet som ges av olikheterna
O§z§x2+4y2 och x2+y2§1.

Volymen av kroppen kan beridknas med trippelintegralen

Jf[rav = [[[ vaciyi

(a) Stéll upp den trippelintegral som ger volymen av K med upprepad integration i de
ratvinkliga koordinaterna x, y och z. 1p)
(b) Utfor det variabelbyte som krivs for att berdkna trippelintegralen fran del (a) med
hjilp av cylinderkoordinater. 1p)
(c) Beridkna volymen av K, exempelvis genom att berékna trippelintegralen fran del (b).

(2 p)

Losningsforslag.
(a) Vi kan beskriva cirkeln med olikheterna —1 < z < 1, —v/1 — 22 < y < /1 — 22
och diarmed kan trippelintegralen skriva som

x24+-4y?
/ / / 1dzdydzx.

(b) Vid variabelbytet till cyhnderkoordmater [r, 8, 2] fas dxdydz = r drdfdz och kroppen
ges av olikheterna 0 < 6 < 27,0 <r < 1och 0 < z < r%(cos? § + 4 sin? #). Dirmed

blir integralen
2 p1 pr2(cos? +4sin? 6)
/ / / rdzdrdf.
o Jo Jo

(c) Vi berdknar integralen fran del (b) som

27 21
/ / / r dzdrdf / / cos 0+4sin*0) 1. 10

1

2m 4 2m
= / / 73(cos® § + 4sin® 0) drdf) = [T—] / (cos?0 +4sin*0) df = ~ - 51 = —.
o Jo 41, .Jo 4 4

Svar.

(a) f Lm fow Py’ 1 dzdydz.
(b) fo fO fo (cos? 0+4sin? ) r dzdrdd.
(c) Volymen ir 57 /4.
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DEL B

4. Beriikna flodet av vektorfiltet F(z, y, 2) = (zy,yz, y® + r22) ut genom begrinsningsytan
till den cylinderformade kropp K som ges av olikheterna

x2+y2§1 och 0<2<1

antingen genom att parametrisera ytans olika delar eller genom att anvinda divergenssat-
sen. 4p)

Losningsforslag. Om vi viljer att anvinda divergenssatsen ser vi forst att
divF =y + 2 + 22

och eftersom F' ir kontinuerligt deriverbart och begrinsningsytan till K &r styckvis slit

far vi
// F-NdS:/// diVFd:Edydz:/(:E2+y+z)dxdydz.
oK K K

Vi kan sedan byta till cylinderkoordinater och far

1 p2r gl
/ (2% +y + 2) dedydz = / / / (r*cos? 0 + rsin® + z)r drdfdz
K o Jo Jo

Varje term kan berdknas som en produkt.

1 p2r pl 27 1 1 rd 1 T
/ / / r3cos26drd9dz:/ cos29d9/ r3dr/ ldz =m- [—1 1=—,
o Jo Jo 0 0 0 4y 4
1 p2m pl 2m 1 1 P31t
/ / / r?sin Or drdfdz = / cos® 9d9/ 7 dr/ 1dz = [~ cos ] - [—] -1=0
o Jo Jo 0 0 0 3 1o
och

1 p2m pl 27 1 1 271 271
/ / / zrdrd@dz:/ 1d0/ Td?"/ zdz = 2 - {T—] . [2—] = Z
o Jo Jo 0 0 0 21, L2], 2

Sammantaget far vi

1 27 1
/ / / (r20082«9+rsin¢9+z)rdrd9dz:E+O+E:3_7T'
o Jo Jo 4 2 4

Viljer vi istdllet att parametrisera ytans delar far vi tre olika delar. Vi borjar med man-
telytan som kan parametriseras med r(6,z) = (cos#,sin#, z). En utétriktad normerad
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normalvektor ges av (cos #, sin 0, 0) och darfor ges flodet av integralen

2w 1
/ / (cosfsinf, zsinf,sin® @ + z cos® 6) - (cos @, sin B, 0) dzdb
o Jo

27 1 27 1 27 1
= / / cos? fsinf + zsin® @ dzdb = / cos? f sin O dz + / sin’ @ / zdz
o Jo 0 0 0 0

~ |2 302W1+ 221—0+7T—7T
= 3COS ; ™ 20— 2—2

Bottenytan &r en cirkelskiva som parametriseras av r(r,) = (rcosf,rsinf,0) och en
utatriktad normerad normalvektor dr (0, 0, —1). Ddrmed blir flédet genom denna del

2 1 2w 1
/ / (r? cos@sin 6,0, r*sin®0) - (0,0, —1) rdrdf = / / —r3sin® 0 rdrdf
o Jo o Jo
1 2m 1 1 2m
:—/ r4d7’/ sinf(1 — cos?0)df) = —= - | —cosh + = cos’| = 0.
0 0 5 3 0
Slutligen ges den dvre begrinsningsytan av r(r,6) = (rcosf,rsiné,1). En uttriktad
normerad normalvektor ges av (0,0, 1) och dérfor ges flodet av integralen

2 1
/ / (r* cos Osin 6, 7 sin 0, 7 sin® 6 + r* cos® ) - (0,0, 1) rdrdf
o Jo

2 1
= / / r3sin® 0 + r2 cos® O rdrdb
0 0

Den forsta termen &r noll enligt den forra berdkningen och den andra ger

27 1 1 27 . 27
9 o B 3 cos20+1 1 [sin20 607 '«
/0 /Orcos 9rdrd9—/0rdr/0 — d9—4 1 —I—20—4.

Sammataget blir flodet

S04 =
2 4 47

Svar. Flodet genom ytan dr 37 /4.
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5. For att flyga med flygbolaget Lagrangian Airlines krivs att det incheckade bagagets yt-
termatt skall uppfylla att summan av dess hojd, bredd och djup inte 6verskrider 150 cm.
Bestdam den maximala volym som en rétvinklig parallellepiped kan ha for att fa tas med
som incheckat bagage. 4p)

Losningsforslag. Vi behover maximera volymen V' (z,y, z) = xyz av ett ritblock med hojd
x, bredd y och ldngd z givet att x,y,z > 0 cm och x + y + 2z < 150 cm. Detta maste
finnas ett maximum for funktionen eftersom den &r deriverbar och definierad pa en kom-
pakt méngd. Vi borjar med att leta efter maximum bland stationéra punkter till V' (z, y, 2).
Dessa ges av 10sningar till grad V' (z,y, z) = (0,0,0), dvs

yz = 0
rz = 0,
zy = 0
vilket ger att V(x,y,2) = 2yz = x(yz) = z -0 = 0. Detta kan inte vara maximum
eftersom V' kan anta positiva virden. Vi ser sedan pa randen som ges av tre delar dér en av
variablerna dr noll och en triangel ddr x+y+2z = 150 cm. Pa delarna dér en variabel dr noll
ar ocksa volymen noll, vilket aterigen inte kan vara maximum. Vi ser till slut pa den del av
randen dir x+y+ 2 = 150 cm. Enligt Lagranges metod ska gradienten till V' vara parallell
med gradienten till bivillkoret vid ett optimum. I det hir fallet ska alltsé (yz, zz, xy) vara
parallell med (1, 1, 1), vilket ger x = y = 2z som med bivillkoret z + y + z = 150 cm ger
x =y = z = 50 cm. D& blir volymen (50 cm)? = 125000 cm® = 125 dm®. Detta méste
vara det eftersokta maximala vérdet for volymen.

9

Y

Svar. Den maximala volymen 4r 125 dm?, dvs 125 liter.
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6. Resultaten /;, fran en viss numerisk kvadraturmetod med olika steglédngd h var

h I,

1/8 | 0,677467314276888
1/16 | 0,681461556428403
1/32 | 0,682461337063985
1/64 | 0,682711358518095

Antag att felet beror snéllt pa steglangden.

(a) Vad dr noggrannhetsordningen? 2p)
(b) Uppskatta hur litet 4 som kriivs for att fa ett fel mindre @n 1075 (Det riicker med ett
matematiskt uttryck for svaret; siffervirdet behover ej ges.) 2p

Losningsforslag. Nar felet beror snillt pa steglangden giller
I, = I + chP.

dér p dr noggrannhetsordningen och ¢ dr nagon konstant. Det betyder att

In—Inyo =1 — I — (I — I) = ch? — chP27P = ch?(1 — 277).
(a) Enligt ovan har vi

Iy —1Inpp  ch?(1—27P)
Injo — Inja ~ chp2-r(1 —27P)
Vi berdknar I 16 — I1 /32 ~ 1,0 - 107® och I /30 — I1 /64 ~ 2,5 - 10~ Det ger

1,0

Noggrannhetsordningen &r dérfor 2.
(b) Eftersom p = 2 kommer felet bli mindre 4n 10~° niir

= 2P,

P 10! = 4 = 22,

1—6 1/2
[ — 1| =~ |c|h* <107° = hg(?’) .
C

Vi vet vidare fran forra deluppgiften att

N el 4.32?

25107  ~ 130 — Liyga| = [ 1 — = ~
) ’ 1/32 1/64’ ( 4) 392 ’C| 3

2,5-107%

Tillsammans ger detta

_ 1/2 1/2
1076 1 3
h<|-———— =— | = ~ 0,0017.
- (4-3222’5 . 10—4) 320 (10) ’

3

Svar. Noggrannhetsordningen dr 2. Steglingden h behdver vara mindre dn 0,0017.
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DEL C

7. Lat K vara den homogena kropp som beskrivs av olikheterna

z >0, $2+y2+z2§4 och 222$2+y2.

Berikna z-komponenten av masscentrum for kroppen K. 4p)
Losningsforslag. For att berikna z-komponenten for masscentrum behéver vi berdkna kvo-
ten
[ff w2 drdydz
[[[ 1dadydz

For bada integralerna dr det lampligt att anvianda cylinderkoordinater och grianserna for K
gesdaavr? < 22 <4 —7r20ch0 < 6 < 2r. Foratt r> < 4 — r?2 maste » < /2. Den
forsta integralen blir ddrmed

2 \/i \/m \/5 TZQ VA4—r2
/// zdrdydz = / / / zrdzdrdfd = 27?/ [—1 dr
K 0o Jo r 0 2

T

V2 2 3 V2 47V2

4 — — 4

A e B e e
0 2 0 4 4

0
Den andra integralen blir

27 \/i \/m \/5
/// ldxdydz = / / / rdzdrdd = 27T/ 2]V dr
K o Jo Jr 0

V2 V2 . 1 2 7,3 V2
:27r/ <r\/4—r2—r2> dr:27r/ (27"—7“3) dr =27 ——-—~(4—7"2)3/2——

0 0 2 3 31,

2v2  2v2 8 8 —4v/2

=2n|—/——"—F7F—+=-4+0] =21 ———.

s ( 3 3 + 3 + ) T 5
Diérmed blir z-komponenten av masscentrum
[ffzdadydz 2 3 3(8+4V2) 3(2+V?2)
J[ftdedydz o 842 842 G4-32 8

I den ursprungliga tentamenslydelsen fattades olikheten z > 0 da blir kroppen K sym-

metrisk kring z = 0 vilket gor att kroppens masscentrum hamnar vid z = 0 av symmet-
riskal.

Svar. z-komponenten av kroppens masscentrum ir 3(2 + v/2) /8.
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8. Ett glas har en kvadratisk 6ppning (sida 4 cm) och ett djup D som bara beror pa avstandet

r till Oppningens mittpunkt. Glasets nedre del ér cirkulér enligt figuren nedan.
Glasdjupet dr uppmatt for nagra olika punkter

langs diagonalen pa Oppningen enligt foljande

tabell: 6
r (cm) \ 0,0 \ 1,0 \ 2,0 \ 2,8 S
D (cm) \ 6,0 \ 4.5 \ 2,0 \ 0,0 R
(a) Skriv ett Matlab-program som bestammer ® \
koefficienterna till det tredjegradspoly- 2.
nom p(r) som interpolerar D(r) i de giv- ;
na punkterna. 1p)

(b) Skriv ett Matlab-program som med tra- A
petsregeln i tva dimensioner och med
hjdlp av p(r) fran deluppgift (a) berdknar
den volym vatten V' [cm?®] som glaset kan
halla, genom att numeriskt approximera 4
dubbelintegralen

2 2
V= / / p(v/ 22 + y?)dzdy.
—2J-2

G p)
Observera att 1 dessa uppgifter ska inte Matlabs inbyggda funktioner for interpolation och
integration anvéndas.

Losningsforslag.
(a) For att bestaimma tredjegradspolynomets koefficienter behover vi 16sa det linjdra ek-
vationssystemet
C1 + CoT'1 + 037“% + C4’f’i3 = Dl
1+ cory 4+ cri + cqrs = Do
e+ crs + cr? o+ s = Ds
et + cry + ocr? o+ cry = Dy

som kan 16sas med foljande Matlab-program:
% Interpolationspunkter

r = [0.0 1.0 2.0 2.8]";

D= [06.04.52.00.0]";

% Vandermondematris

A= [r.NO r.A1l r.AN2 r.A3];

% Berdkna polynomkoefficienter
c = A\D;
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Vektorn ¢ = [c (1) c(2) c(3) c(4)]’ innehaller det sokta polynomets ko-
efficienter.

(b) For att berdkna volymen med hjilp av trapetsregeln i tva dimensioner kan vi fortsitta
programmet fran deluppgift (a) enligt nedan:

Definiera polynomet

p = @(x) c(l) + x*c(2) + x.A2xc(3) + x.A3*c(4);
% Antal punkter i varje rad

n = 100;

x = linspace(-2,2,n);

y = linspace(-2,2,n);

h = 4/(n-1);

Loopa Over alla x-vadrden och berédkna y-integralen for
varje x. Spara vardena 1 Iy.
Iy = zeros(size(x));
for k = 1l:length(x)
% Berdkna y-integralen med trapetsregeln for detta x
f = p(sgrt (x(k)A2+y.A2));
Iy (k) = hx(sum(f)-(f(1)+f(end))/2);
end

o° o°

o

% Berdkna kvarvarande x-integralen med trapetsregeln
V = hx(sum(Iy)—-(Iy(1)+Iy(end))/2);

disp([’Volymen = ' num2str(V)])

% Volymen = 50.399

Svar. Volymen blir ca 50 cm®
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9. Berikna kurvintegralen | o F - dr didr vektorfiltet F' ges av
F(r,y,2) = (y+ 2z, 2+ z,x + 4y)
och C dr kurvan som ges av
r(t) = (tcos(1 —t2), £, ), 0<t<1.
(4 p)
Losningsforslag. Vi kan se att filtet inte dr konservativt genom att berikna rotationen som
ger
0F; 0F, 0F, O0F; 0F, OF
rot F = (a; - a;’ - ay) —(4—-1,1-1,1—1) = (3,0,0),

men vi kan dela upp filtet i en summa av ett konservativt félt G och ett filt H = (0, 0, 3y).
Kurvintegralen over det forst féltet kan berdknas med hjélp av en potiential och den and-
ra kan berdknas direkt eftersom den unviker z-komponenten av kurvan. En potential for
G(x y,2) = (y+z,x+z,x+y)gesav®(z,y,z) = zy + yz + zx och eftersom kurvan
gar fran (0,0, 0) dll (1,1, 1) blir kurvintegralen

/G dr = ®(1,1,1) — ®(0,0,0) =3 — 0 = 3.

Den andra kurvitgralen ges av

1
/H~dr—/3ydz—/ 32 dt = [°], = 1.
C C 0

Sammantaget far vi kurvintegralen

/F~dr:/G-dr+/H~dr:3+1:4.
c c c

Det gar ocksa att beridkna integralen direkt som
1
/ (t* +t)(cos(1 — %) + 2t*sin(1 — #*) + (tcos(1 — t?) +t) - 2t + tcos(1 — t?) + 4> dt
0
1
= / (3% + 2t) cos(1 — %) + 2(t* + ) sin(1 — ) + 6t dt
0

1
= / (3t% 4 2t) cos(1 — %) + (t* + t*)2t sin(1 — t*) + 61> dt
0

= [(1® + %) cos(1 — t2) +2°] =2+2-0-0=14

dér vi anviint att derivatan av cos(1 — t2) dr 2¢ sin(1 — ¢2).

Svar. Kurvintegralen dr / F.-dr =4.
c




