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DEL A

1. Betrakta foljande punkter i rummet:

A=(-1,0,1), B=(1,1,2) och C =(0,0,2).

(a) Ange en parametrisk ekvation for linjen / som gar genom B och C. 1p)
(b) Bestdm en ekvation (normalform) for planet 7 som gar genom A och &r ortogonalt
mot /. (1p)
(c) Bestdm avstandet mellan A och linjen /. 2p)
Losningsforslag.
-1
(a) Linjen [ som gar genom B och C' har vektorn BC = —1 | som riktningsvektor.
0
Linjen gar t.ex. genom B och har
x —1 1
y | =t -1 |+ 1
x 0 2
som parametrisk ekvation.
-1
(a) Eftersom planet dr ortogonalt mot [ ar riktningsvektorn | —1 | en normalvektor till
0

planet. Dessutom gar planet genom A. Ekvationen blir da
(-1 (z—=(-1))+(-1)-(y=0)+0-(2—1)=0, dvs. z+y+1=0.

(b) Eftersom planet &r ortogonalt mot [ &r det eftersokta avstandet lika med avstandet
mellan A och P, ddr P idr skiarningspunkten mellan planet och linjen.

—t+1
InNm={| —t+1 | sdatt —t+1—-t+1+1=0}
2
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~1/2
Det foljeratt t = 3 och P = [ —1/2 |. Avstandet blir alltsa

2
- 1 1 3
A(A,P) = |AP|| = 5+ +1= \@
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2. Till varje tal a har vi matrisen

1 1 —a
A= | -1 1 0
2 2a+2 —2a-—4

(a) For vilka a ar matrisen A inverterbar?
(b) Lat a = 3, och bestdm inversen till A.

Losningsforslag.

2p)
2p)

(a) Genom att addera multipler av den forsta raden till den andra och den tredje far vi

1 1 —a 1 1 -—a
det | —1 1 0 =det |0 2 —a
2 2a+2 —2a—4 0 2a —4
2 —a
= ldet {2@ _4}
= 2(—4) — 2a(—a)
=2(a® — 4).

Determinanten det(A) ér alltsd noll om ¢ = £2, sa A &r inverterbar for alla a férutom

dessa virden.
(b) Daa = 3iar

1 1 -3
A=|-11 0
2 8 —10
Genom radoperationer har vi
1 1 =3|100 [1 1 -3/ 1 00
-11 001 0|~|02 =31 10
2 8 —10/0 0 1 (06 —4]-2 0 1
11 -3]1 0 0
~102 =31 1 0
(00 5 |-5 =31
11 0]-2 —9/5 3/5
~|0 2 0]-2 —4/5 3/5
00 1]-1 =3/5 1/5
10 0] -1 —7/5 3/10
~|l0 1 0]-1 —2/5 3/10
00 1]-1 =3/5 1/5




1 1
-1 1
2 8

Svar.
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Sa varan kandidat till invers ar

Vi gor en kontroll

-3
0
—10

-1 —-7/5 3/10

At = -1 —2/5 3/10

-1 -3/5 2/10
—1 —7/5 3/10 —1—-1+3=1 —7—52+9:0
-1 =2/5 3/10 =| 1-1=0 2
-1 -3/5 2/10 36 — =is

343-6 _

—1406130 _ 0

6+22—20 _
10 =1
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3. Lat T: R® — R3 vara den linjdra avbildningen
T(x,y,z) = (x+2y+2,2v+y— 2z, -3 —y+ 2z).

(a) Bestim matrisrepresentation for avbildningen 7'.
(b) Bestdm en bas for nollrummet, ker (7).
(c) Bestdm dimensionen till bildrummet till 7.

1
(d) Lat P = |2|. Bestim nagon annan punkt () sadan att 7'(P) = T'(Q).
3
Losningsforslag.
(a) Vi har
x T+ 2y+z 1 2 1 x
T Y =| 2z4+y—2 | =12 1 —1| |y
z —3r —y+ 2z -3 -1 2 z

sa matrisrepresentationen for avbildningen 7" dr

1 2 1
Mr=|2 1 -1
3 -1 2

(b) Gauss-Jordan-elimination overfor My till trappform som

1 2 1 1 2 1
2 1 —1|~ |0 =3 =3
-3 -1 2 0 5 5
(1 2 1
~ 10 1 1
0 0 0
(1 0 —1
~ 10 1 1
0 0 0

Vi ser att 16sningarna till ekvationssystemet
x

MT Yyl = 0
z

ges av

(1p)
(1p)
(1 p)

(1p)
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for reella tal ¢. En bas for nollrummet till 7" ges alltsa till exempel av vektorn

1
-1
1

(c) Dimensionen av bildrummet for 7' ges av rangen av matrisen My, vilket i sin tur
ges av antalet nollskiljda rader i den reducerade trappformen. I detta fall ser vi att
dimensionen av bildrummet till 7" &r lika med 2.

(d) Viharatt P+ @', med @' i nollrummet till 7" har samma bild som 7'(P). Nollrummet

till 7" ges som [t —1 t}T. T.ex. kan vi vilja

1 1 2
Q= 2| +|-1| = |1
3 1 4

Svar.
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DEL B
4. Betrakta matrisen
5 5 b
A=|5 55
5 5 b
(a) Bestdm ett egenvirde som har tva linjart oberoende egenvektorer. 2p)
(b) Ange alla egenvirden och avgor om matrisen A dr diagonaliserbar. 2p)

Losningsforslag.
(a) Matrisen A har rank 1, uppenbarligen da

5 5 5 5 5 5 1 11
5 5 5[~ 10 0 0O~ (0 O O
5 5 5 000 000

Det foljer att nollrummet har dimension tva. Diarmed dr A = 0 ett egenvérde med tva
linjért oberoende egenvektorer.
(b) Det karakteristiska polynomet till A dr

A—=>5H =5 -5
0=det(\ —A)=det | =5 A—5 =5
) -5 A-=5

Om vi adderar andra och tredje raden till den forsta erhaller vi

[A—5 -5 -5
O=det| =5 A—5 =5
| 5 =5 A5

A—=15 A—=156 A—-15
=det | -5 A—25 -5
) ) A—=25

= (A—15)det |5 A—5 -5

11 1
= (A—15)det [0 A 0
00 A

= (A= 15)A2.

Och vi har alla nollstillen till det karakteristiska polynomet, A = 0 och A = 15. Di-
mensionen till deras tillhorande egenrum &r lika med den algebraiska multipliciteten
(2 och 1, respektivt), och det foljer att matrisen dr diagonaliserbar.
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—2 1
5. Lat V vara det linjdra holjet till vektorerna _0 och g , och 14t V' beteckna dess
1 2
ortogonala komplement.
(a) Bestidm en bas for V. 2p)
(b) L&t T': R* — R* vara speglingen i V, dvs T(Z) = Zom F dri V, och T(7) = —%
1
om T dri V+. Bestdm T'( 1 ). (2 p)
1

Losningsforslag.

(a) Rummet V' bestér av alla vektorer [x y oz w]T som #r vinkelrdta mot de bada
]T och Uy = [1 0 2 Q}T.Skrivet pa matrisform
betyder det att [z y 2 w}T uppfyller

vektorerna v; = [—2 -2 01

fE nue 8
I

| —|
oo
—_

Genom radoperationer far vi

1 0 2 2 1 0 22 [t 0 2 2
-2 -2 0 1 0 —2 4 5 01 -2 =2°

sa vi ser att 16sningarna dr

T —2s — 2t -2 —4
Y 2s + gt B 2 t]1=5
z| S —%1 T 0
w t 0 2

for reella tal s och ¢. En bas for V- kan allts viljas som de tva vektorerna

—2 —4

S 2 S 5

Us= | 4 och vy = 0

0 2

(b) Vi normaliserar vektorerna v, och ¥, och erhaller en ON-bas for vektorrummet V,

—2 1
L 1]=2 Wi 110
ny = g 0 oC Ng = § 9
1 2
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Viliter 7=[1 1 1 1]". Viharat

— —

projy (7) = (s - T)fy + (7 - T)7iy

— 5—»
= —(—3)711 + gng
6+5 11
Ly 6+0 | 176
9| 0+10 | 9|10
|—3+10 7
[—2
Detta ger att Z — projy, (%) = 5 _31 . Vi har nu att
2

T'(Z) = T(projy (%)) + T(Z — projy ()
= projy (¥) — ¥ + projy ()

11 +2 13
116 113 13
~9 (10l "9 |=1] "9 |11
7 2 5

(b’) Alternativt: Vi har en bas {@;, v3} for V, och en bas {3, 7, } for V4. Vi bestimmer

. . .o — T . — — .
koordinatmatrisen for 7 = [1 11 1} i basen {#y,...,7,}. Detta leder till ett
linjdrt ekvationssystem, vars totalmatris

-2 1 =2 —4 | 1

-2 0 2 5 |1

0 2 1 0 |1

1 2 0 2 |1

Vi utfor elementédra radoperationer

12 0 2|1 10 -121]0 1000 | =2
02 1 011 01 L o] 31 0100/ 2
04 2 9| 3 00 0 9] 1 0010 | —5
05 -201]3 00 -5 0| 3 0001 | 3

Detta ger att



Svar.
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Och speciellt har vi att

13

o 3. 5., 1. 1., 113
T(]J) = —§U1+§’U2+§U3—§U4: § 11
5
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6. Bestdm en symmetrisk matris A som satisfierar f6ljande.

(a) Egenrummet tillhdranda egenvirdet A = 2 ar [Qt t —t] T, godtyckliga tal ¢.
(b) Egenrummet tillhorande egenvirdet A = 4 har dimension tva. 4p)
2
Losningsforslag. Villkoret (a) ger att v = | 1 | &r en egenvektor till A med egenvirdet
—1

2. Vi har fran boken att egenvektorer tillhorande olika egenvirden, av en symmetrisk ma-
tris dr ortogonala. Detta betyder att egenrumme tillhorande egenvirdet 4 dr ortogonal till

2
1 |. Med andra ord att egenrummet £ ges av planet 2x + y — 2 = 0. Vi viljer en
-1
ortogonal bas {u, W} for planet;
0 1
u:= |1 och w:= |[-1
1 1

Vi behover inte vilja en ortogonal bas, men detta val kommer att goéra vara berdkningar
nedan enklare. I basen {v, u, w} blir matrisrepresentationen av var tinkta avbildning lika
med
2 00
0 40
00 4
Den sokta matrisen A dr matrisrepresentationen av avbildningen i standardbasen. Detta
betyder att
2 0 172002 0 1]
A=1]1 1 =110 4 0 1 1 -1
-1 1 1 00 4| [-1 1 1
Innan vi borjar bestimma inversmatrisen, noterar vi foljande.
T - -

(2 0 1] 2 0 1 2 1 —1][2 0 1 6 0 0
1 1 -1 1 1 —-1|=1]0 1 1 1 1 -1 =1]020
-1 1 1| [-1 1 1 1 -1 1|]-11 1 0 0 3]
Detta ger att den sokta inversmatrisen dr foljande produkt
(2 00 17" [600] '[2 1 -1 [boo]f2 1 —1]
1 1 -1 =1020 01 1|=|03 0ff0 1 1
-1 1 1 003 |1 -1 1 00 3] [1 -1 1
Vi insitter detta i vart uttryck for matrisen A, och erhaller att
2 0 1]f[200][;z 002 1 -1
A=1]1 1 =1/ |0 4 0] |0 5 Of |0 1 1]=
-1 1 1]|00 4]0 0 5|1 -1 1




SF1624 Algebra och geometri — Losningsforslag till tentamen 2015.06.10

2 0 1

-1 1 1

00

1 1 —-1/10 2 0
4

00 3

1 —1]

1 1| =
-1 1|

) :

2 8 —2

1

g =3 —92 11
4 2 1

11
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DEL C
1
7. Bestdm den rita linje L som gar genom punkten P = | 1|, och som skér de bada linjerna
1
(4p)
3t S
Liy={| t | |talt} och Ly={|s+4| |tals}.
t+1 2s

Losningsforslag. Riktningsvektorn fran punkten P till en punkt () pa linjen L, ar QQ — P =

[St -1 t-1 t}T. Och liknande blir [s -1 s+3 25— 1}T riktningsvektor fran P
till en punkt pa linjen Ls. For att bestimma L maste vi bestimma talen s och ¢ sadan att

3t—1 s—1
vektorerna | ¢ —1 | och | s+ 3 | &r parallella. Att vektorerna ir parallella betyder att
t 25 —1

det finns A som loser ekvationssystemet

SIN-A = s—1

A=A = s+3
th = 2s—1.

Om vi subtraherar den andra ekvationen fran den forsta, far vi att 2tA = —4. Detta ger
tA = —2. Den tredje ekvationen ger —2 = 2s — 1, alltsa att s = ’71 Vi kan anvinda den
andra ekvationen att fa —2 — \ = _71 + 3 somger A\ = _79. Alltsat = %. Man verifierar att
A =32t =5 ochs = 3 ocksé uppfyller den forsta ekvationen.

s—1
Vi konstaterar darmed att | s+ 3 |, med s = ’71, ar en riktningsvektor till L. Denna
2s —1
=3 -3
vektor har koordinater g , och dirfor ar ocksa | 5 | en riktningsvektor till L.
-2 —4
—3t+1
Linjen L dr | 5t + 1 |, med godtyckligt tal ¢.
—4t +1

Svar.
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8. LatV; C Vo C --- C V,, = R"™ vara en uppsittning delrum till R™ sadana att V}, har
dimension k for varje k och Vj,_; ér ett delrum till Vj, for varje £ > 2. En sadan uppsittning
delrum kallas en flagga. Lat T: R™ — R™ vara en linjar avbildning som stabiliserar

flaggan. Med det menas att for varje £ = 1,2,...,n och for varje vektor v € R" giller
implikationen v € V, = T(v) € Vj. Lét nu vy, vy, ..., v, vara vektorer i R" sadana
att span{vy,ve ..., v} = Vj for varje k. Visa att matrisen for 7' med avseende pa basen
V1, Vg ..., U, dr Overtrianguldr. 4p)
Losningsforslag. Lat B vara matrisen for 7' med avseende pa basen vy, v, . . . , v,,. FOr varje
k =1,2,...,n giller att v tillhor V}, eftersom span{vy, vs, ..., v} = Vi. Eftersom T'
stabiliserar flaggan foljer av detta att dven 7'(vy) tillhor Vi, sa T'(v) kan skrivas som en
linjdrkombination by v, + bo kvo + - - - + by kUk AV V1, Vo, . .., Vg, dAr by g, Dok, . . ., by i Ar
reella tal. Med avseende pa basen vy, v, . . . , v, har v och T'(vy) koordinatvektorerna
o i
: ba
0 :
1| respektive |byy| ,
0 0
_O_ L 0 -
dér den ensamma ettan star pa rad k. Vi drar slutsatsen att
big bip -+ bin
b
B— 0 bop
0 0 bun

och alltsa dr B Gvertriangular.
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9. Matrisen
1 31 4
A=—12 8 0
015 1 6

har egenvektorer 7', 7o, ¥'s med tillhdrande egenvirden

7+ /57 7 — /57
A =1, /\2:+—, och \g= ———.
20 20
a
Lat X = | b| varaen vektor med positiva koefficienter a > 0,0 > 0 och ¢ > 0 sadana att
c
a + b+ ¢ = 1. Bestdm punkten A" X, niar n — oo. 4p)

Losningsforslag. Vi har tre olika egenvirden, och vet darmed att egenvektorerna 'y, s, och
75 bildar en bas for R3. Skriv X som linjir kombination X = a7 + aoT + a3T3. Fran
linjériteten av A™ far vi att

AX = OélAnfl + OéQAan + &314”]_,”3
= al)\?fl + 042)\ng + Oég)\gfg.

Vi har att |7+ +/57| < 20 och |7 — /57| < 20. Detta betyder att A\, och A3 har belopp dkta
mindre @n 1, och nidr n — oo dé vill Ai — 0 och A} — 0. Detta betyder att A" X — ay 7
nar n — oo. Vi vill nu bestimma linjen som egenvektorn 7, spanner upp. Egenvektorn
ges av det homogena ekvationssystemet som tillsvarar matrisen

100 [T 4
A—-10 1 0f=—=1|2 -2 O
001 W5 1 —4
Gauss-Jordan elimination ger
-7 1 4 1 -1 0 1 -1 0] 1 -1 0
2 -2 0|~|-7 1 4| ~1]0 =6 4|~ |0 =3 2
5 1 —4 5 1 —4 0 6 —4 0 0 0
2
Med andra ord, egenrummet tillhorande egenvirdet A; = 1 &r vektorerna %t med god-
t

tyckliga tal ¢.

Vi noterar sedan att varje kolumn i matrisen A summerar till ett. Detta betyder att om
vi har en vektor X = [a b c] T dir a + b+ ¢ = 1, da vill ockséa koefficienterna till AX
summera till ett;

3a+ b+ 4c
AX =— | 2a+8b |,
da + b+ 6¢



SF1624 Algebra och geometri — Lésningsforslag till tentamen 2015.06.10
och vi har att
1—10(3a+b+4c+2a+8b+5a+b+6c) = 1—1010(a+b+c) = 1.
Detta betyder att matrisen A avbildar planet z + y + z = 11 sig sjdlv. Vi anvinder nu

dessa tva egenskaper vi har kunnat konstatera. Det ena &r att att A”.X konvergerar mot
linjen Span(Z), och det andra ir att koefficienterna till vektorn A™X vill vara positiva,
och summera till ett. )
=t
En punkt pa linjen Span(Z) &r pa formen, | st |, och kravet att koefficienterna ér po-
t

sitiva och summerar till 1 ger att ¢ = % Vi har visat att vektorn A" X vill konvergera mot
punkten

=TI [




