Kapitel 1 Logik

Maingdléra och logik &dr en grundplat for all matematik och ddirmed mycket teknologi, varfor vi
behandlar dessa @mnen i tvé inledande kapitel.

1.1 Utsagan

I matematik befattar man sig ofta med studiet av vad som édr sant och vad som inte ar sant. Det
centrala i detta studium dr vad man brukar kalla utsagan. En utsaga dr en mening eller
ordf6ljd som har ett sanningsvirde, det vill sdga antingen sant eller falskt. Vi tar ett par
exempel pa meningar dir nagra &r utsagor och nagra inte ar utsagor.

Meningar och ordf6ljder som &r utsagor:
Jag dr en fisk (Falsk)

Maénen ér en ost (Falsk)

2 +2 =4 (Sann)

Getter kan flyga (Falsk)

Getter har fyra ben (Sann)

Meningar och ordf6ljder som infe ar utsagor:
Rock 'n’ roll

Sikta pé tavlan!

Tva liter mj6lk, en ost och brod.

Skillnaden mellan ordf6ljder och meningar som é&r utsagor och de som inte ar det ar att i
utsagan hdnder ndgonting. Vi har ett subjekt och ett predikat.

Vi kommer 1 detta inledande kapitel att anvinda bokstdver for att beteckna utsagor och
utveckla en kalkyl med dessa. Vi kommer sdledes att beteckna till exempel utsagan ”Jag ir en
fisk” med p eller nagon annan bokstav.

Vi gor en definition av utsaga:

Definition 1.1: En utsaga dr en mening, foljd av ord eller symboler som vi kan tilldela ett
sanningsvdrde. Om p dr en utsaga sdger vi att p dr falsk om p har sanningsvérdet falsk och vi
sdger att p dr sann om p har sanningsvardet sann.

1.2 Konjunktion

Vi kommer nu gradvis att utveckla en kalkyl med utsagor. Denna kalkyl kallas satslogik och
kommer att besta av ett par operationer som vi kan utféra pa utsagor. Precis som att det finns
rdkneoperationer pa tal, vektorer och matriser kommer vi att inféra rdkneoperationer pa
utsagor. Den fOrsta operationen kallas konjunktion som innebér att vi av tvd utsagor p och ¢
bildar den utsaga som &r sann da precis bdde p och ¢ ér sanna. Vi tar en definition:

Definition 1.2: Lt p och ¢ vara tva givna utsagor. Med konjunktionen av p och ¢ menas da
den utsaga som é&r sann precis da bade p och ¢ dr sanna. Vi skriver konjunktionen av p och ¢
med P N4 . Detta utldses ’p och ¢ eller “konjunktionen av p och ¢”.



Exempel:
Beteckna utsagorna ovan med p, g, r, s och ¢, det vill sidga lat:

p ="Jag ar en fisk”

g = ’Manen ir en ost”
r="2+2=47

s = "Getter kan flyga”

t = "Getter har fyra ben”

1. Konjunktionen mellan den falska utsagan p = Jag ér en fisk” och den falska utsagan
g = "Maénen &r en ost” blir » A9 = "Manen ir en ost och jag &r en fisk.” Detta &r en
utsaga som vi uppfattar som falsk. Konjunktionen mellan tva falska utsagor ger alltid en
falsk utsaga som resultat.

2. Konjunktionen mellan den falska utsagan p = Jag dr en fisk” och den sanna utsagan
r="2+2=4"a PNV = ”Jag ér en fisk och 2 + 2 = 4”. Detta dr en utsaga som vi
ocksd uppfattar som falsk. Visserligen &r 2 + 2 = 4 men att hdvda att bade 72 + 2 = 4”
OCH ”Jag ér en fisk” resulterar i en falsk utsaga. En konjunktion mellan en falsk och en
sann utsaga ger alltid en falsk utsaga som resultat.

3. Konjunktionen mellan de tva sanna utsagorna » = 72 + 2 = 4” och ¢ = ”Getter har fyra
ben” dr ¥ At =72 + 2 =4 och getter har fyra ben”. Detta &r en utsaga som vi uppfattar
som sann. Konjunktionen av tvd sanna utsagor ger alltid en sann utsaga.

Vi kan sammanfatta ovanstaende exempel i en s kallad sanningstabell (tabell 1.1) som géller
for alla utsagor p och ¢g. Sanningstabellen beskriver hur konjunktionen fungerar allmént.

p q png
Sann Sann Sann
Sann Falsk Falsk
Falsk Sann Falsk
Falsk Falsk Falsk

Tabell 1.1 Sanningstabell over konjunktionen

Samtliga olika mojliga kombinationer av tilldelningar av sanningsvdrden hos p och ¢
undersoks 1 en sa kallad sanningstabell. D& vi har tvd utsagor finns det 4 mojligheter och
saledes finns det 4 rader 1 denna sanningstabell.

1.3 Disjunktion

Disjunktionen &r den utsaga som &r sann d& nagon eller badadera av de bdda ingdende
utsagorna dr sanna. Vi tar en definition:

Definition 1.3: Lat p och ¢ vara tva givna utsagor. Med disjunktionen av p och ¢ menas da
den utsaga som dr sann precis dd ndgon eller badadera av p och ¢ &r sanna. Vi skriver
disjunktionen av p och ¢ med P V ¢ . Detta utldses “’p eller ¢” eller ’disjunktionen av p och ¢”.



Vi kan 4terbesoka exemplet ovan, men nu studerar vi hur sanningsvdrdet pdverkas i1 en
disjunktion:

1. Disjunktionen mellan den falska utsagan p = Jag 4r en fisk” och den falska utsagan g =
”Manen ir en ost” blir 7V ¢ ="Manen é&r en ost eller jag dr en fisk.” Detta &r en utsaga som
vi uppfattar som falsk. Disjunktionen mellan tva falska utsagor ger alltid en falsk utsaga som
resultat.

2. Disjunktionen mellan den falska utsagan p =" Jag ar en fisk” och den sanna utsagan r = 2
+2=4”4r PV {4 = “Jag ér en fisk eller 2 + 2 = 4”. Detta &dr en utsaga som vi uppfattar som
sann. Visserligen dr jag inte en fisk, men att ™2 + 2 = 4” dr sant, det vet vi. Vad vi hédvdar i
PV q ir att dtminstone en av p och g ar sann och det &r alltsa fallet héar. En disjunktion mellan
en falsk och en sann utsaga ger alltid en sann utsaga som resultat.

3. Disjunktionen mellan de tva sanna utsagorna » = 72 + 2 = 4” och ¢ = ”Getter har fyra ben”
ar PV4q =72 + 2 =4 och getter har fyra ben” dr en utsaga som vi uppfattar som sann.

Disjunktionen av tva sanna utsagor ger alltid en sann utsaga.

Och motsvarande sanningstabell som beskriver hur disjunktionen ges i tabell 1.2.

p q pvyq
Sann Sann Sann
Sann Falsk Sann
Falsk Sann Sann
Falsk Falsk Falsk

Tabell 1.2 Sanningstabell 6ver disjunktionen

1.4 Negation

Disjunktioner och konjunktioner involverar tvd utsagor. Det finns emellertid en annan
operation som bara involverar en utsaga. Vi kan ta en utsaga och vidnda pd dess
sanningsvarde. Att gora detta brukar i matematiska sammanhang kallas for att ’negera”, precis

som ndr vi multiplicerar ett tal med —1 eller inverterar en matris. Vi tar en definition:

Definition 1.4: Lat p vara en given utsaga. Med negationen av p menas da den utsaga som har
motsatt sanningsvarde mot p. Vi skriver negationen med ~p och detta uttalas “icke p”.

Vi studerar negationen av p i en sanningstabell som ges i tabell 1.3.

p ~p
Sann Falsk
Falsk Sann

Tabell 1.3 Sanningstabell 6ver negationen

Vi kan studera negationerna av nagra av utsagorna ovan. Lagg mérke till hur sanningsvérdet
skiftas fran sann till falsk och tvértom.

p = "Jag ér en fisk” (Falsk) ger 0ss ~p = "Jag ér inte en fisk”
(Sann)
g = "Maénen ir en ost” (Falsk) ger 0ss ~q = "Maénen ir inte en ost” (Sann)

=2 +2=4" (Sann) ger oss ~r="2+2 # 4” (Falsk)



1.5 Implikation

Disjunktion, konjunktion och negation kan tolkas som operationer pa utsagor. Vi har p och ¢
som dr tva utsagor och kan bilda de nya utsagorna P A4, PV 4 och ~gq samt ~p. Som vi sett i
sanningstabeller dr dessa utsagor andra utsagor dn p och g eftersom deras sanningsvirden inte
overensstammer. Sanningsvérdet hos p ér alltsd inte samma som sanningsviardet hos P A ¢, da
skulle de ha samma utseende pé sina kolumner sin sanningstabell, men vi ser till exempel att
rad 2 ovan 1 tabell 1.1 har olika sanningsvirden for p och P A9 (p &r Sann och P N9 &r
Falsk). Vi ska nu inféra en tredje form av kompositionsregel mellan tva utsagor:
implikationen.

Definition 1.5: Lit p och ¢ vara tva givna utsagor. Med implikationen, 7 = ¢, menas da den
utsaga som dr sann precis da g foljer av p. Implikationen, P = ¢, utldses ”p medfor ¢ eller ”
q foljer av p” eller "Implikationen p medfor ¢”. Utsagan p kallas implikationens forled och g
kallas implikationens efterled.

Hur ska denna definition tolkas? Vad menas med att g foljer av p”’? Med implikation vill vi
uttrycka ett orsakssammanhang. Implikationen P — 4 &r sann om f6ljande géller: ¢ &r sann
nérhelst p dr sann.

p q p—=4q
Sann Sann Sann
Sann Falsk Falsk
Falsk Sann Sann
Falsk Falsk Sann

Tabell 1.4 Sanningstabell over implikationen
Tabell 1.4 dr en sanningstabell for implikationen. Vi ska analysera varje rad i denna tabell.

Forsta raden
Har dr p sann, ¢ dr sann och ocksa P = ¢ é&r sann. Det &r naturligt att lata 2 = ¢ bli sann
eftersom bade p och ¢ ar sanna. Da ér det ju uppfyllt att ”g &r sann nérhelst p ar sann”.

Andra raden

Hér ér p sann, ¢ ar falsk och P = ¢4 ar falsk. Har ges implikationen P — ¢ virdet falsk
eftersom p ar sann, men trots det r inte g sann. Da ar det inte uppfyllt att g ar sann nérhelst p
ar sann” och darfor ges alltsa implikationen P = ¢ vérdet falsk.

Exempel:

En affdr hiavdar foljande: ”Om du handlar for mer &n 1000 kronor far du 5% rabatt”. Har
kan man séga att affiren hdvdar att en implikation 4r sann. Forledet i implikationen blir
p ="Du handlar for mer an 1000 kronor”. Efterledet blir ¢ = ”Du far 5% rabatt.”. Det
affiren hiavdar dr att » = ¢ &r Sann. Antag att du da &r kund i affdren och verkligen
handlar f6r mer &n 1000 kronor. Om du da av ndgon anledning inte far de utlovade 5% i
rabatt sd skulle man kunna hivda att affiren ljuger. Implikationen &r séledes falsk
eftersom det faktum att forledet var sann inte gav att efterledet ocksé blev sann.

Tredje och fjirde raden
Pa tredje och fjarde raden i sanningstabellen vdljer vi att tilldela implikationen P — ¢ virdet
sann. Detta &r fOr att p pd dessa tva rader har vérdet falsk. Oavsett vilket virde ¢ da antar, sann



eller falsk, sa viljer vi att tilldela implikationen P = ¢ virdet sann. For att littare forsta
varfor vi gor pa detta sitt kan vi komma ihag att implikationen P — ¢ inte befattar sig med
vare sig ps eller ¢s sanningsvarden. Utsagan P —> ¢ yttrar sig bara om ett
orsakssammanhang. Det implikationen séger primért ar att om p ar sann sa ska ¢ vara sann. Vi
sdger ingenting direkt om hur det ska vara da p ar falsk. Eftersom en utsaga méaste vara sann
eller falsk far vi d& bestimma oss for ett sanningsviarde hos » = ¢ ocksa da p ar falsk. Det
visar sig att det passar logiskt bdst om vi tilldelar » = ¢ virdet sann ndrhelst forledet p ar
falskt.

1.6 Ekvivalens

Ekvivalens ér ett ord bildat av tva ord “ekvi” som betyder ”lika” och valens” som betyder
”varde”. Ekvivalens betyder alltsa likvardig och tva utsagor dr ekvivalenta om de har samma
sanningsvarden. Vi ger en definition.

Definition 1.6: Lt p och ¢ vara tva givna utsagor. Med ekvivalensen, P <> ¢, menas da den
utsaga som ar sann precis da p och g har exakt samma sanningsvarden. Ekvivalensen, P <> ¢,
utldses p ér ekvivalent med ¢” eller "Ekvivalensen p och ¢” eller ”’p ekvivalent med ¢”.

p q p<q
Sann Sann Sann
Sann Falsk Falsk
Falsk Sann Falsk
Falsk Falsk Sann

Tabell 1.5 Sanningstabell over ekvivalensen

Av tabell 1.5 framgér att P <> ¢ &r sann precis da p och g har exakt samma sanningsvdrde.
S4 fort sanningsvérdet av p och ¢ skiljer sig at (som ér fallet pd rad 2 och 3) far P <> 4 virdet
falsk. Pa de rader dér sanningsvérdena av p och g dverensstimmer (som ér fallet pd rad 1 och
rad 4) sa tilldelas P <> ¢ virdet sann.

1.7 Egenskaper hos konnektiven

Alla operationer som vi studerat hittills, disjunktion, konjunktion, implikation och ekvivalens
kallas med ett annat ord for logiska konnektiv. Vi kan bilda nya utsagor genom att anvinda
dessa logiska konnektiv. I detta avsnitt ska vi se hur vi kan bygga sanningstabeller for utsagor
som bildas som storre logiska uttryck med upprepade anvéindningar av den logiska
konnektiven.

Att tva utsagor &r ekvivalenta innebér att de dr sanna precis samtidigt och vi kan anse att de ar
samma utsaga. Vi ska nu bygga sanningstabeller for de logiska uttrycken ~ PA~ ¢ samt
~(p Vv q) och se att dessa i sjdlva verket ar ekvivalenta.

p q pvy ~p ~q “PATE ~(pvq)
Sann Sann Sann Falsk Falsk Falsk Falsk
Sann Falsk Sann Falsk Sann Falsk Falsk
Falsk Sann Sann Sann Falsk Falsk Falsk
Falsk Falsk Falsk Sann Sann Sann Sann

Tabell 1.6 Sanningstabell 6ver ~ PN~ 4 och ~(pV q)



Tabell 1.6 illustrerar hur vi skapar en sanningstabell {f6r storre komplicerade uttryck formerade
med logiska konnektiv. Tabellen skapas i steg. Forst anges de tva forsta kolumnerna, det vill
sdga alla mgjliga kombinationer av tilldelningar av sanningsvirden till utsagornap och g. Det
finns 4 sddana mojligheter och det innebér att hela tabellen far 4 rader. Vi viljer sedan att
skapa en kolumn dér vi anger sanningsvérdena for disjunktionen PV ¢ . Detta dr inget annat
an tabell 1.2 upprepad som en del av tabell 1.6. Vidare bildar vi ocksa kolumner dér vi
studerar sanningsvdrdena hos ~p samt ~g. Dessas sanningsvérden &r forstds framtagna helt i
analogi med tabell 1.3. Nu har vi flera komponenter och vi kan fortsitta studera
sanningsvirdet av de mer komplicerade uttrycken ~ PA~¢ och ~(pvgq). Det forsta
uttrycket, ~ PN~ ¢ &r en konjunktion mellan ~p och ~¢. En konjunktion &r sann precis da
bada ingdende utsagor ér sanna. Detta intrdffar endast pa 4:e raden varfor ~ PA ~ ¢ tilldelas
vérdet sann pa 4:e raden och vérdet falsk pa samtliga andra rader. Den sista kolumnen anger
sanningsvarden for ~ (p v q) som ir negationen av uttrycket som studeras i tredje kolumnen.
For att fi sista kolumnen behdver vi bara sédledes negera sanningsvédrdena fran tredje
kolumnen och det ger oss virdet sann pd sista raden och virdet falsk pa de andra raderna.

Betrakta nu de tvé sista kolumnerna i tabell 1.6. De &r identiska! Bada lyder Falsk, Falsk,
Falsk, Sann”. Eftersom tabell 1.6 dr en sanningstabell som undersoker sanningsvérdena for
uttrycken ~ PA~ ¢ och ~(p Vv q) for alla mojliga tilldelningar av sanningsvérden till p och
q och dessa uttryck har identiska kolumner s& maste alltsa dessa tva utsagor alltid ha samma
sanningsvérde, det vill siga de maste vara ekvivalenta. Av tabell 1.6 kan vi alltsd dra
slutsatsen (~ pA~¢q) <>~ (pVvq).

Detta dr ett exempel pé ett matematiskt bevis eller logisk hédrledning med sanningstabell.

Vi studerar ett annat exempel. I tabell 1.7 presenteras en sanningstabell horande till uttrycken
P =49 och ~PV{q. Viser att dessa uttryck ocksa har identiska sanningsvdrden varfor de
miste vara ekvivalenta. Tabell 1.7 ger oss alltsd mojlighet att dra slutsatsen

pP—>q(~pvg).

p q ~p P9 ~pVvyg
Sann Sann Falsk Sann Sann
Sann Falsk Falsk Falsk Falsk
Falsk Sann Sann Sann Sann
Falsk Falsk Sann Sann Sann

Tabell 1.7 Sanningsvdrdena hos P =>4 och ~ PV 4.
1.8 Dubbelstreckade pilar

Ovan har vi med hjilp av sanningstabeller kommit fram till de bédda slutsatserna
(~pAr~q)>~(pVvgqg) och p—> g <> (~pvVvq). Parenteserna runt ~ PA~4q och ~PV{q
ar nddvandiga for vi har ingen turordning bestdmd mellan de logiska konnektiven. Nér det
géller uttryck av tal formerade med till exempel multiplikation och addition vet vi att
multiplikationen ska utforas forst och darefter additionen. Saledes har uttrycket 5-3 +1 vérdet
154+1=20 for vi vet att vi ska utféra multiplikationen innan vi utfor additionen. Det som
sdger att vi ska utfora multiplikationen forsta 4r en konvention, alltsd ndgot som vi bara
bestdmt oss for. Det skulle lika gdrna kunna vara tvirtom och uttrycket skulle d& fa virdet
5:3+1=5-4=20, ett helt annat vérde alltsd. Nu uppfattar vi den senare berdkningen som
fel, just for att vi har den faststidllda konventionen att vi utfor multiplikationen fore



additionen. Om vi av ndgon anledning Onskar utféra additionen forst maste vi anvinda
parenteser. Vi tecknar saledes uttrycket 5-(3+1) och berdknar detta genom att forst utfora
additionen som ger resultatet 4, darefter multiplikationen med 5 som ger oss att uttryckets
vérde blir 20. Nér det géller konnektiv finns inte motsvarande konvention. Det ar till exempel
inte givet att konjunktion ska utforas fore disjunktion eller att ekvivalens ska berdknas fore
konjunktion. Det dr anledningen till att anvdnder parenteser dd vi tecknar slutsatserna
(~pA~q)<>~(pVvgq) och p—> g <> (~pvVvq). Viska nu infora ett skrivsitt som gor att vi
slipper anvinda parenteser.

Skrivsitt: Lat p och ¢ vara tvd utsagor formulerade med logiska konnektiv. D& vi vill
uttrycka 2 = ¢ eller P <> 4 och inte vill ssmmanblanda berékningen av de konnektiv som
bygger upp p och ¢ med de konnektiv som forbinder p och ¢ (det vill siga —> respektive <>)
kan vi skriva P = g respektive P < ¢ istillet. Detta skrivsitt har samma betydelse som
(p) = (q) respektive (p) <> (q). De dubbelstreckade pilarna kallas ocksa implikation (=)
respektive ekvivalens (<) och utlises pad samma sitt som enkelstrecksvarianterna (—)
respektive (<>).

Exempel:

Med det nya skrivsittet kan vi skriva (~ pA~gq)<>~(pVvq) respektive
p—=>qg<>(~pvqg) som ~pA~q<>~(pvq) respektive P —>q <~ pVq. Ligg
marke till hur mycket mindre parenteser som behovdes.

1.9 Argumentation och logiska hirledningsregler

Problemstéllningar inom logik formuleras ofta genom att man anger ett antal premisser och
staller sig frdgan “vilken slutsats kan jag dra av dessa premisser?” En premiss ér ett annat ord
for forutséttning.”

Exempel: (Disjunktiv Syllogism) Betrakta de tva premisserna

1. pPVYq
2.749.

Den forsta premissen sédger att p eller ¢ har véardet sann. Den andra premissen sdger att g
inte dr sann. Vad kan vi dra for slutsats om p? Nagot som vi i dagligt tal brukar kalla
“uteslutningsprincipen” sdger oss att p maste vara sann. Varfor det? Jo, premiss 1 sdger
att nagon av p och ¢ maste vara sann. Premiss 2 siger att det inte ar q. Da ar det bara p
kvar som séledes maste vara sann. Slutsatsen blir alltsa: p. Vi skriver det sa hér:

l1.pVYq
2.749.
)

Tecknet .. betyder “slutsats” och indikerar att den utsaga som foljer tecknet (alltsd hér p)
foljer av de premisser som stir ovanfor.



Vi ska nu illustrera en metod for att systematiskt rdkna fram en slutsats av typen ovan. Vi
kommer att basera oss pa sanningstabeller. Vi borjar med att ta fram en speciell sanningstabell
for premisserna 1 och 2 ovan.

)% q ~q pPvq Uppfyllda premisser
Sann Sann Falsk Sann 1
Sann Falsk Sann Sann 1,2
Falsk Sann Falsk Sann 1
Falsk Falsk Sann Falsk 2

Tabell 1.8 Sanningstabell horande till premisserna 1. PV 49 och 2. ~ 4.

Sa hir anvinder vi tabellen. Vi har adderat en 5:e kolumn dér vi indikerar var var och en av
premisserna dr uppfyllda. Till exempel ser vi att forsta premissen, 1. PV ¢4, dr uppfylld pa
forsta, andra och tredje raden. P4 de rader dir hdda premisserna dr uppfyllda finner vi den
information om vilka slutsatser som kan dras om ps och gs sanningsvarden. Det &r bara en rad
dér bada premisserna dr uppfyllda och hir dr det den andra raden. Pa denna rad avliser vi attp
har virdet sann och det blir saledes vér slutsats. (Vi har strukit under vérdet sann i ps kolumn
langst till vanster dir vi avléste p’s sanningsvérde..)

Vi kan alltsé for all framtid komma ihag f6ljande hérledningregel:

1. pVYq
2.749.
)

Denna regel dr sé vanligt forekommande att den fatt ett eget namn. Den kallas Disjunktiv
Syllogism.

Vi ska studera fler hérledningsregler. En av de allra enklaste hérledningsreglerna kallas
Modus Ponens och den lyder sa hér:

Exempel: (Modus Ponens)

1. P49
2.p
o.q

Om ¢ foljer av p och vi vet att p dr sann, ja da kan vi dra slutsatsen att ¢ 4r sann. Detta
ar nagot som vi uppfattar som sjdlvklart. Vi ska emellertid bevisa denna
hérledningsregel med hjélp av en sanningstabell.

p q pP—q Uppfyllda premisser
Sann Sann Sann 1,2
Sann Falsk Falsk 2
Falsk Sann Sann 1
Falsk Falsk Sann 1

Tabell 1.9 Sanningstabell horande till premisserna 1. P = 4 och 2. p.

I tabell 1.9 studerar vi hur sanningsvirdena hdrande till premisserna 1. 2 = 4 och 2. p
samverkar till att ge oss den slutsats vi hdvdar dr sann. Vi noterar i kolumnen
“Uppfyllda premisser” att implikationen, som &r var forsta premiss, dr sann pa forsta,



tredje och fjarde raden. Vi noterar i samma kolumn de rader dir den andra premissen dr
uppfylld vilken &r p som har virdet sann pé forsta och andra raden. De rader dir bada
premisserna har vérdet sann dr den forsta raden. Vi gar in och ser att g pa denna rad &r
sann vilket innebér att vi visat att premisserna ger att ¢ blir sann. (Vi har i gs kolumn
strukit under sann.)

Sammanfattning: (Modus Ponens)
1.4
2.p
o.q
Exempel: (Modus Tollens)

En annan enkel hérledningsregel kallas Modus Tollens och den lyder sa har:

1. P49
2.~q
S~ D

Om g foljer av p och vi vet att g ar falsk, ja dd kan inte p vara sann, for om p hade varit
sann sd kunde inte ¢ vara falsk. Vi ska bevisa denna hérledningsregel med hjilp av en

sanningstabell.
p q ~q P49 Uppfyllda premisser
Sann Sann Falsk Sann 1
Sann Falsk Sann Falsk 2
Falsk Sann Falsk Sann 1
Falsk Falsk Sann Sann 1,2

Tabell 1.9 Sanningsvirden horande till premisserna 1. P = 49 och 2. p.

I tabell 1.9 ser vi hur ~¢ &r sann d& bada premisserna ar uppfyllda vilket endast sker pa
sista raden.

Sammanfattning: (Modus Tollens)

l.Pp—>¢q
2. ~q
S~ D

En lite mer komplicerad harledningsregel kallas Hypotetisk Syllogism och den lyder sa hér:
Exempel: (Hypotetisk Syllogism)

1. P49
2.9—r
LpoT

Vad regeln séger ér att om g foljer av p och 7 1 sin tur foljer av ¢ s& maste r folja av p.
Premiss 1 sdger att p ger ¢q. Premiss 2 sédger att ¢ i sin tur ger . Vér slutsats blir att p ger
r via g. Vi kan s& att sdga “koppla ihop” implikationerna. Vi ska bevisa denna
hirledningsregel med hjélp av en sanningstabell.



p q r p—>q9 gqg—>r p—=>r  Uppfyllda premisser
Sann | Sann  Sann Sann Sann Sann 1,2

Sann Sann  Falsk = Sann Falsk Falsk 1
Sann | Falsk = Sann  Falsk Sann Sann 2
Sann | Falsk = Falsk  Falsk Sann Falsk 2
Falsk Sann  Sann Sann Sann Sann 1,2
Falsk Sann  Falsk | Sann Falsk Sann 1
Falsk Falsk = Sann Sann Sann Sann 1,2
Falsk = Falsk  Falsk Sann Sann Sann 1,2

Tabell 1.10 Sanningstabell hérande till premisserna 1. P =>4 och 2. 4 =T,

I tabell 1.10 ser vi en forteckning 6ver samtliga sanningsvarden horande till premisserna
1 hypotetisk syllogism. Den forsta premissen, 2 — ¢, dr sann pa 6 rader, forsta, andra,
femte, sjétte, sjunde och attonde raden. Den andra premissen, ¢ = 7', dr sann pa 6 rader,
forsta, tredje, fjarde, femte, sjunde och dttonde. Pa fyra av alla étta raderna ér bada
premisserna sanna. Det dr hir som vi hdvdar att var slutsats ockséd dr sann. Det géller
forsta, femte, sjunde och attonde raden och vi ser att det som vi hdvdar ér var slutsats,
ndmligen P =7, ocksd har vérdet sann pa dessa fyra rader. (Vi har strukit under de
aktuella positionerna i kolumnen for 2 = " .) Beviset &r slutfort.

Sammanfattning: (Hypotetisk Syllogism)
1. P24

2.9—>r
LpoT

Med sanningstabeller kan vi alltsd visa bade hérledningsregler (Modus Ponens etc) och
allménna lagar (DeMorgan etc.) Vi ger en sammanstéllning av flera lagar. En del har vi sett
och bevisat, andra ldmnas som dvningar.

LAGAR

For alla utsagor p och ¢ géller foljande:

1. Kommutativa lagarna: PANq=gAp samt pVg=>gVp

2. Associativa lagarna: (pArg)Ar < pA(gAr)samt
(pvg)vre pyv(gvr)

3. Distributiva lagarna: pA(gvr)s(parg)Vv(pAr) samt
pvgnr)e(pvan(pvr)

4. Lagen om dubbel negation: ~(~p)=p

5. Idempotens: PAP =P samt PV P =P

6. DeMorgans lagar: ~pA~qg <~ (pvq) samt ~ pv ~q <>~ (pAgq)

7. Absorptionslagarna: pVv(pAq)< p samt pA(pvg)<p

Vi ger ocksd en lista av flera hérledningsregler som man kan visa med hjélp av
sanningstabeller (ndgra har vi redan visat, de dvriga ldmnas som dvningar):



HARLEDNINGSREGLER

Modus Ponens Modus Tollens

1.2 =>4 1.2—=>4

2.p 2.~q

o q S~ p

Disjunktiv Syllogism Hypotetisk Syllogism
1. Vg 1. »—>¢9

2.~ 9 2.9—>r

P PO

Dilemma: Bevis genom falluppdelning
1. PVYq

2. p—r

3.9>r

T

Alla dessa regler och lagar uttrycker allminna egenskaper hos konnektiven och logiken som
kan anvidndas i strikta logiska resonemang. Styrkan ligger i allméngiltigheten. Det spelar
ingen roll vad utsagorna p och g séger, lagarna ir alltid géllande.

1.10 Bevisforing och indirekt hiirledning

Utrustade med sanningstabeller kan vi klarldgga hur man resonerar pa ett logiskt hallbart sitt.
Vi kan mekaniskt, rakneméssigt faststilla om en slutsats verkligen foljer av ett antal premisser
eller inte. Det gar bra da antalet utsagor som é&r inblandade &r 4 eller 5. Men om antalet
utsagor blir storre, 1at oss sdga 6 eller 7 sa blir det svarare. Betrakta hirledningen 1 figur 1.1.

p—q

rvs
~8—>~1
~qvVvs

~S
.(~pAr)>u
wwvt
SUAW

N kW —

Figur 1.1 En logisk hdrledning med 7 utsagor

Den logiska hérledningen i figur 1.1 involverar 7 utsagor och om vi skulle kontrollera
huruvida den hirledningen &r korrekt eller inte skulle vi behdva anvidnda en sanningstabell
med 27 =128 rader. Det &r alldeles for tungt. Vi ska i detta avsnitt studera en alternativ teknik
som kallas bevisforing dédr vi utgar frin de logiska lagarna och hirledningsreglerna och
kalkylerar som vanligt med utsagor, men tekniken involverar en hel del kénsla snarare &n
mekanik. En sanningstabell dr ju bara att rdkna ut. Bevisforing krdver mer av utforaren. Vi
studerar ett exempel.



Exempel:

Studera foljande hérledning:

1. P —>9q
2.~4qgvVvr
3.~r
S~ p

Vi vill undersoka om slutsatsen ~ P verkligen foljer av de tre premisser och da kan vi
resonera sa har:

Vi ser att premiss 2 dr en disjunktion mellan tvd utsagor (~ ¢ V7). Den ena av dessa
utsagor (») ér inte sann enligt premiss 3 (~ 7). D& kan vi anvinda disjunktiv syllogism
pa premisserna 2 och 3 och dra slutsatsen att ~ ¢ maste vara sann. Vi infor det som en
fjdrde premiss och skriver det sa hér:

4. ~ 4, foljer av 2, 3 och Disjunktiv Syllogism.

Nu har vi mer information som vi kan arbeta vidare med. Vi ser att premiss 4 uttrycker
att ¢ ar falsk. Samtidigt betraktar vi premiss 1 som uttrycker att g foljer av p. Men om
efterledet i en implikation (hér ¢) inte &r sant sa kan ej heller forledet vara sant. Detta
kallas Modus Tollens och vi kan alltsd pa grundval av premisserna 1 och 4 med
hérledningsreglen Modus Tollens dra slutsatsen ~ P . Vi skriver det s hér:

5.~ P, foljer av 1, 4 och Modus Tollens.
Vi observerar ocksad att det ocksd var detta som hdvdades var en korrekt slutsats i

hédrledningen och vi kan sdledes dra slutsatsen att hirledningen var korrekt. Vi kan
sammanfatta alla dessa utredningar i en kortare form:

1. »—>4g
2.~qgvVvr
3.~r
S~ p

4. ~ 4, foljer av 2, 3 och Disjunktiv Syllogism.
5.~ P, foljer av 1, 4 och Modus Tollens.

Slutsats: Eftersom ~ P foljer av de givna premisserna 1, 2 och 3 dr slutledningen
korrekt.

Vi studerar ett exempel till.

Exempel: Ar foljande hérledning korrekt?
1.P—9
2.9—r

3.pvyq
4. "~r



Vi borjar hdrleda nya premisser:

5. P =7 foljer av 1, 2 och Hypotetisk Syllogism
6. r, foljer av 3, 5, 2 och Dilemma.

Vi ser hér att slutsatsen 6. » 4r motsatt mot den slutledning som hévdas i 4. ~. Vi drar
av detta slutsatsen att slutledningen inte &r korrekt.

Anmérkning: Om slutsatsen istéillet for ”4. ..~r” hade lytt ”4. ..r” s& hade
hérledningen varit korrekt.

Hur ska man veta vilka nya premisser som ar lampliga att hdrleda? Det finns inget bra svar pa
den frdgan. Det man kan gora dr att betrakta en hirledning och i huvudet genomfora nagra led
for att “kénna efter” var ett visst spar leder. Detta 4r en formaga som man kan utveckla genom
att trdna. Vi studerar det inledande exemplet och ser om vi kan lista ut om det utgoér en korrekt
hirledning eller inte.

Exempel: Avgor om foljande slutledning dr korrekt eller inte:

p—q

rvs
~8—>~1
~qVvs

~S
(~pAr)>u
wv t
SUAW

NNk W=

Det kommer att visa sig att hdrledningen &r korrekt. Vi ska studera den steg for steg.

8. ~ ¢, foljer av 5, 3 och Modus Ponens.
9. w, foljer av 7, 8 och Disjunktiv Syllogism.

Varfor hérleder vi w? Jo, om vi betraktar slutledningen, .. # AW, som vi hiavdar foljer
av premisserna 1-7, bestir den av w och u. Vi har 1 ett forsta steg lyckats visa att w ar
sann. Om vi 1 fortséttningen lyckas visa att dven u dr sann sd kan vi dra slutsatsen att
dven konjunktionen # AW &r sann vilket fullbordar beviset for att slutledningen &r
riktig. Vi gér nu vidare och visar hur u blir sann.

10. r, foljer av 2, 5 och Disjunktiv Syllogism.
11. ~ g, foljer av 5, 4 och Disjunktiv Syllogism.
12. ~ p, foljer av 11, 1 och Modus Tollens.

13. ~PAT 10, 12.

14. u, foljer av 13, 6 och Modus Ponens.

V1 har nu visat hur u blir sann. Vi slar nu samman 9 och 14 och far:

15. unw,

Slutledningen dr korrekt.



Det géller alltsa att pussla och fundera nidr man arbetar med fragestéllningar av den hir typen.
I borjan kan man kdnna sig lite vilsen, men det &r bara att trdna. Det finns ocksa en del knep
som vi ska studera hir. Vi ska borja med att studera falluppdelning.

Exempel: Ar nedanstiende slutledning korrekt?

~r =S
S —>u

u—t

r—>t

St

b S

Vi vet att for alla utsagor géller att det antingen &r sanna eller falska. Detta géller ocksa
for utsagan s. Lt oss anta ~ s och se vilka foljder det fér.

5.~ s, antagande for bevis genom falluppdelning (forsta fallet).

6. r, foljer av 5, 1 och Modus Tollens.
7. t, foljer av 6, 4 och Modus Ponens.

Vi har alltsa visat att om ~ s dr sann sa foljer £. Vi gdr nu vidare och undersoker vad som
hénder om vi antar s.

8. s, antagande for bevis genom falluppdelning (andra fallet).
9. u, foljer av 8, 2 och Modus Ponens.
10. ¢, foljer av 9, 3 och Modus Ponens.

Vi ser att t sdledes foljer av savdl ~ s som s. Var slutsats blir att ¢ foljer av de givna
premisserna.

11. ¢
Slutledningen dr sdledes korrekt.
Naésta knep som vi ska studera kallas indirekt hirledning som vi studerar det i ett exempel.
Exempel: Ar foljande slutledning korrekt?
1.P>49
2.9—>~p
3.~ P
De bada premisserna P —> 9 och 9 =~ P ger oss just ingen startpunkt, de &r bara
implikationer som pekar &t olika héll. Var ska vi starta? Vi kan infora en egen startpunkt
och gora ett antagande. Sedan kan vi behandla antagandet som en premiss och se vart
det leder. Om en motségelse dyker upp vet vi att antagandet inte kan vara sant.

Vi infor saledes

4. p, antagande for indirekt hdirledning.



och fortsitter och observerar att 1 och 4 tillsammans med Modus Ponens ger 0ss
5.¢q

vidare far vi frén 2 och 5 och Modus Ponens

6.~ P.

Men detta dr en motsdgelse, vi har ju antagit 4. p. Vi kan inte ha bade p och ~ p varfor vi
drar slutsatsen att vart antagande p, maste vara falskt. Vi har alltsd visat

7.~ p, foljer av 4, 6 och indirekt hdrledning.
Av detta drar vi slutsatsen att hdrledningen mdste vara korrekt.

Vi studerar ett exempel till pd indirekt hérledning. Exemplet &r hémtat firn en
tentamensskrivning i Diskret matematik hdsten 2003.

Exempel: Ar foljande hiirledning korrekt?

1.r—>s

2.8 >~r
3.t—>u

4. u—>(~tvr)

S~ t
Vi antar r och ser vart det leder.

5. r, antagande for indirekt hdrledning.
6. s, foljer av 5, 1 och Modus Ponens.
7. ~r, foljer av 6, 2 och Modus Ponens.

Premiss 7 motséger premiss 5, eftersom premiss 5 var ett antagande kan inte antagandet
1 premiss 5 vara sant. Sdledes méste motsatsen till det som antogs i premiss 5 vara sant.

8. ~r, foljer av 5, 7 och indirekt hérledning.

Vi verkar inte komma léngre. Vi har etablerat att ~  &r sant, men hur gor vi nu? Vi kan
upprepa proceduren fast med en annan utsaga.

9. t, antagande for indirekt hdirledning.
10. u, foljer av 9, 3 och Modus Ponens.
11. ~tvr, foljer av 10, 4 och Modus Ponens.
12. ~ ¢, 11, 8 och Disjunktiv Syllogism.

Men premiss 12 motsédger premiss 9. Eftersom premiss 9 var ett antagande kan séledes
antagandet 1 premiss 9 inte vara sant. Det betyder att motsatsen till premiss 9 maste vara
sann och vi har sdledes visat:



13. ~ ¢, foljer av 12, 9 och indirekt hdirledning.

Premiss 13 dr ~ t vilket alltsa foljer av premisserna och slutledningen dr saledes
korrekt.



