Kapitel 2 Mangdlira
2.1 Méngden

Det centrala i médngdlédran &r forstds mdngden. En médngd dr en samling objekt. Objekten kan
vara tal, matriser, vektorer, eller vérldsliga ting som bilar eller personer. Ofta brukar man kalla
objekten for element och man sédger att ett element ingar i en méngd om elementet finns i den
samling objekt som utgdr méngden. Vi gor en definition och infor lite skrivsitt.

Definition 2.1: En méingd ir en samling objekt. Objekten kallas element och mingden sidgs
bestd av sina element. En méngd &r helt bestimd av de element som ingar. Om en mingd
betecknas med M skriver vi x € M {0r att beteckna att elementet x tillhor M. Vi skriver vidare
x ¢ M for att beteckna att x inte tillhor M. Vi kan ange en mingd genom att rdkna upp dess
element. D4 anvinds skrivsittet M = {a,b,c,...} dér a, b och ¢ betecknar ingdende element i
M.

Exempel:

Lat M vara mingden av alla positiva udda heltal. D& ar M ={1,3,5,...} . Vidare vet vi da
att 5e M, 7€ M , men till exempel giller 2¢ M och —-7¢ M .

I en méngd finns ingen inbdrdes ordning mellan elementen. Séledes dr méngderna {1,2,3} och
{2,3,1} precis samma méangd. Vidare kan varje element bara forekomma hogst en géng i varje
mingd. Séledes anser vi att méngden {1,2,1,3,4} egentligen &r méingden {1,2,3,4} och man
kan @ven anse att mingden {1,2,1,3,4} ar felaktigt angiven eftersom ett element (talet 1)
forekommer tva génger.

Det finns en mdjlighet att en mingd inte innehaller ndgra element alls. En sddan méingd kallas
tom och det finns bara en sddan miangd som da brukar kallas ”den tomma méngden”. Vi gor
en definition och infor ett skrivsatt.

Definition 2.2: Den tomma mingden &r den mingd som inte har nagra element alls. Vi
betecknar den med symbolen <.

Eftersom O inte innehaller nagra element kan det aldrig vara uppfyllt att x € & {or nagot
element x alls. Daremot géller x ¢ & for alla element x.

Vi ska utvidga skrivséttet for méngder lite grann. En mangd kan skrivas pa foljande stt:
{ element | beskrivning av hur elementet bildas}

Vi anviénder alltsd klamrar och innanf6r vénstra klammern ({) anger vi de element som finns 1
méngden. Sedan fortsdtter vi med ett lodritt streck (|) och efter det anges en beskrivning pa
hur de element som ingér i mdngden bildas. Denna beskrivning kan anvénda sig av satslogik
och vi kan alltsd bilda utsagor som beskriver krav pd elementen. Vi avslutar sedan med en
hoger klammer. Vi ska ange ett par exempel pé detta:



Exempel:

e LAt Z vara mingden av alla heltal. Vi bildar dd méngden M = {x|x € Z Ax >4},
Denna méngds element betecknar vi alltsd med x och vi bildar x genom att f6lja de
anvisningar som finns efter det lodréta strecket. Saledes ser vi att x ska véljas bland de
hela talen (méngden Z) och x ska véljas storre dn 4. Det innebdr att médngden M blir
denna méngd: { 5,6, 7, 8, ... } det vill sédga alla heltal fran och med 5.

e L at aterigen Z vara miangden av alla heltal. Vi bildar méngden M =
{2-x|xe Z Ax>3}. Mingden M bildas nu genom att vi tar heltal x storre 4n 3, det
vill sdga 4, 5, 6, ... och sa vidare. Vi multiplicerar sedan alla dessa tal med 2 och s&
bildar vi alltsa M. Mingden M bestér séledes av elementen {2-4, 2-5, 2-6, ...} =
{8,10, 12, ... } det vill sdga alla jimna tal fran och med 8.

2.2 Union

Vi studium av méngder behdver man ibland sld samman tva (eller flera) mangder till en. Detta
kallas union och dr den forsta médngdoperationen som vi ska infoéra. D4 man slar samman tva
méngder 4 och B fir man en tredje mdngd C som bestér av alla de element som ingar i 4 eller
B. Det betyder att om ett element x forekommer bade i 4 och B kommer elementet x endast att
forekomma en ging i den sammanslagna mingden, minns att en mingd bara kan innehalla
varje element hogst en gang. Vi tar detta i en definition.

Definition 2.3: Lat 4 och B vara mingder. Med unionen av A och B menas dd mingden C
som innehdller alla element som ingér 1 4 eller B. Vi skriver detta med unionstecknet ””
som C = AU B . Med klammernotation har vi C=AUB={x|xe Avx e B}.

Exempel:

o LitAd=1{1,23,4} ochB={3,45,6}.Dadir AUB =i{x|xe AvxeB} =
{1,2,3,4,5, 6 }. (Hér har vi valt att inte beteckna unionen av 4 och B med en tredje
symbol som 1 definitionen, men vi skulle lika gérna ha kunna valt att sitta ett till
namn, C,pd AUB.)

e Lat 4 vara mingden av alla udda positiva heltal, det vill sdga 4 = {1,3,5,7,...} och 14t
B vara méingden av alla negativa udda heltal, det vill sdga B = {-1, -3, -5, -7, ...}.
Unionenav 4 och Bblirdd 4UB ={...,-7,-5,-3,-1,1,3,5,7, ...} det vill séga alla
udda heltal.

e For alla méngder 4 giller AU = U A= A. Att ta unionen mellan méngden 4 och
den tomma miangden innebér att sl ihop 4 med den mingd som inte innehaller nagra
element alls och da tillfor vi inga nya element. Tomma méngden har ju inga element sa
da far vi tillbaka A. Detta dr precis 1 analogi med att alla tal x uppfyller
0+x=x+0=x.Léagger vi pd 0 pa x far vi tillbaka x. Tomma méngden &r alltsa ett
slags nolla bland méngder.



2.3 Snitt

Med union kan vi alltsé sla samman méangder och bilda nya mingder. Unionen av tvd miangder
A och B innehéller alla element som ingar i ndgon av mingderna 4 och B som vi sett ovan.
Det finns dock ofta anledning av bilda en miangd som innehdller elementen som finns i bdde
A och B. D4 bildar vi det s kallade snittet mellan 4 och B och det dr nista operation som vi
ska infora.

Definition 2.4: Lit 4 och B vara tva givna médngder. Med snittet mellan 4 och B menas da
mingden C som innehdller alla element som ingér i bade 4 och B. Vi skriver detta med
snittecknet AN som C=4NB. Med klammernotation har vi
C=AnB={x|xe Arx e B}.

Exempel:

o LatA=1{1,23,4} ochB=1{3,4,5,6}.Dadr AnB = {3,4} for 3 och 4 ar de element
som ingar 1 bade 4 och B. (Har har vi valt att inte beteckna unionen av 4 och B med en
tredje symbol som i definitionen, men vi skulle lika gérna ha kunna valt att sétta ett till
namn, C,pd AN B.)

e Lat 4 vara mingden av alla udda positiva heltal, det vill sdga 4 = {1,3,5,7,...} och 14t
B vara méingden av alla negativa udda heltal, det vill sdga B = {-1, -3, -5, -7, ...}.
Snittet av 4 och B blir d& 4 N B = {inga element alls} = tomma méingden = &J. Det
finns ju inga tal som ligger 1 bada méngderna, saledes méste snittet vara tomt.

e For alla miangder 4 géller AN =N A= . Att bilda snittet mellan en méangd 4
och tomma mingden J innebdr att bilda den mdngd som innehaller elementen som
ligger bdde i 4 och . Men tomma méngden har ju inga element sé& da fdar vi inga
element som ligger 1 bada méngderna. Mangden 4 N (J maste saledes vara tomma
méngden, & . Detta dr precis 1 analogi med att alla tal x uppfyller 0-x = x-0=0 och
vi ser aterigen hur tomma méangden é&r likt talet 0.

2.4 Delmiingd

Ofta vill man uttrycka att de element som finns i en viss méngd 4 ocksd finns i en annan
méngd B. Detta betyder att hela midngden A4 &r innesluten i B eller att mdngden A4 &r en del av
méngden B. Till exempel 4r méngden av alla udda positiva heltal innesluten i mangden av alla
positiva heltal. Vi gor dven nu en formell definition:

Definition 2.5: Lat 4 och B vara tva miangder. Om varje element i 4 dven finns 1 B sédger vi att
A ér innesluten i1 B eller att 4 &r en delméngd av B. Vi skriver detta sé hir: 4 < B.

Exempel:
e Lat 4 vara mingden av alla udda positiva heltal, det vill sdga lat4 = {1,3,5,7,...}. Om
B dé dr méngden av alla heltal sé dr 4 innesluten i B, det vill sédga A4 dr en delméngd av

B. Vi kan alltsé skriva 4 — B.

e Tomma mingden &, anses vara delméingd av alla méngder, det vill sdga, for alla
méngder M giller G c M .



Anmiéirkning: I andra framstéllningar av méngdléran anvidnds symbolen ”<” {or att beteckna
delmédngder. Symbolen ”S” dr en sammanslagning mellan likhetstecknet = och < och ér
tankt att indikera att likhet mellan midngderna ocksa kan rdda. Varje méngd &r ju en delméngd
av sig sjdlv och beteckningen 4 = B betyder saledes "4 &r en delmidngd av B eller sa ar
méngderna 4 och B lika”. Vi gor inte den distinktionen i denna framstéllning utan anvinder
genomgéiende symbolen ”C” for att beteckna delméingder och vi inkluderar ocksa mojligheten
att méngderna A4 och B ar lika d& vi skriver4 — B.

2.5 Venndiagram och universum

Matematikern John Venn (1834-1923) kom pa ett sitt att askadliggéra miangder och deras
inbordes relationer. Han tinkte sig mingderna som om de var inneslutna i en stor
allomfattande mingd som han kallade universum och betecknade med U. Diagrammet ldt sig
dé askadliggoras enligt figur 1.1.

U

Figur 1.1

I figur 1.1 askadliggdrs tvd méngder 4 och B inneslutna i ett universum U. Placeringen av
representationen av mingden 4 inuti representationen av méingden B indikerar att 4 dr en
delméngd av B.

I manga matematiska problemstdllningar finns en alltomfattande mangd som innehéller alla de
element som dr relevanta for studiet av den aktuella problemstillningen. Det motiverar
behovet av en allomfattande mingd som vi kallar universum. Vi tar ett par exempel.

Exempel:

e [ linjdr algebra studerar vi linjer och plan som kan betraktas som méngder av punkter.
Det kan d4 vara ldmpligt att lata universum, U, vara méngden av alla punkter. I figur
1.1 ser vi en situation dér vi studerar en mingd, 4, som &r innesluten i en annan, B,
och att dessa tvad méngder i sin tur dr inneslutna i ett universum U. En situation dir
detta uppkommer &r om A4 &r en linje som ligger i ett plan B och detta plan i sin tur ar
inneslutet 1 rummet av alla punkter som da blir universum U. Figur 1.1 beskriver
givetvis inte geometriska forhallanden, men ar vil dgnad att illustrera de
mangdteoretiska forhallandena mellan linjen (méngden A), planet (méngden B) och
hela rummet (méingden U.)

e Vi kan lita U beteckna alla studenter 1 hela vérlden, B beteckna studenterna i Sverige
och A4 beteckna studenter vid KTH. Dessa tre midngder kan ocksd beskrivas med
Venndiagrammet 1 figur 1.1. 4 < B och B c U . Detta skrivs ibland4c Bc U .



Styrkan med méngdldran (och all matematik) dr att samma principer kan anvéndas for att
modellera, illustrera och dra slutsatser kring vitt skilda problemstédllningar. Samma diagram i
figur 1.1 kan alltsa vara anvindbart vid studium av linjar algebra och vid studium av
studenter.

Vi kan anvidnda Venndiagram for att illustrera négra vanliga miangder som vi redan studerat.

U U

Figur 1.2 Figur 1.3

I figur 1.2 har vi tva médngder 4 och B och vi har dven skuggat den gemensamma delen mellan
dessa tva mingder. Det innebir att den figuren illustrerar de element som ligger i bada tva av
mangderna och figuren illustrerar séledes snittet mellan 4 och B, A" B. I figur 1.3 har vi
aterigen tvd méngder 4 och B. Omradet som ar skuggat hir dr det omrdde som ligger i1
antingen A eller B eller badadera, det vill sdga detta Venndiagram illustrerar unionen mellan 4
ochB, AUB.

2.6 Komplement

Da man viljer ett universum U och studerar delmidngder av detta universum ar det ibland av
intresse att bilda det s kallade komplementet av en méngd 4. Komplementet av en méngd 4
ar den delmingd av U som innehéller alla element som inte dr element i 4. Vi tar en formell
definition.

Definition 2.6: Lat U vara ett givet universum och lat 4 vara en delméngd av U. Med
komplementet till 4 menas dd den mingd som innehaller alla element i U som inte &r
innehdllna 1 A. Komplementet till 4 skrivs 4¢. Med klammernotation har vi

A ={x|xeg A} ={x|~(x€ A)}.

Anmiirkning: Vi har nu infort union, snitt och komplement och gjort observationen att
e AUB={x|xeAvxeB}

o ANnB={x|xeArxeB}
o A ={x|~(xe )}
P& detta sétt kopplas union (V) ihop med disjunktion V, snitt (M) kopplas ihop med

konjunktion (A) och tagandes av komplement (¢) med negation (~).
I ett Venndiagram kan komplementet till en given méngd A4 illustreras enligt figur 1.4.



Figur 1.4

I figur 1.4 har vi illustrerat komplementet till en given mangd 4 genom att skugga de delar i U
som inte dr innehdllna1 4. 3 — 4.

Exempel:

e Lat A vara mingden av alla udda heltal { ...,-5,-3,-1,1,3,5,7, ... } och lat
universum U utgdras av alla heltal. Komplementet till 4, det vill sdga den mangd som
vi betecknar med 4¢ blir da de tal som inte dr udda. Dessa tal dr de jimna talen

(., —4,-2,0,2,4,6,...}.

e L4t B vara mingden av alla barn och U vara médngden av alla ménniskor.
Komplementet till B blir d& B¢ = médngden av alla minniskor som inte &r barn, det vill
sdga alla vuxna.

2.7 Mingddifferens
En speciell operation infors for att subtrahera en méngd frén en annan.

Definition 2.7: Lit 4 och B vara tvd givna médngder. Med méngddifferensen 4 — B, menas dé
den mingd som innehdller de element som finns i 4 men som inte ingar i B. Med
klammernotation fir vi A—B={x|xe AAx ¢ B}.

Om vi tolkar vad som stér i definitionen ser vi att 4 — B ar alla element som finns 1 4, men dér
vi har tagit bort de element som finns 1 B frdn mingden 4. Vi ser pé ett par exempel.

Exempel:

o Lat4=1{1,2,3,4,5,6} ochB=1{3,4,5,
eftersom de andra elementen i A4, talen 3, 4,
bildar 4 — B.

6,7,8 }. Méngden 4 —Bblirdd { 1,2}
5, 6 finns 1 B och saledes tas bort da vi

e L[4t Z vara mingden av alla heltal och 14t J vara mingden av alla jimna tal. Méngden
Z — J blir dé alla heltal som inte ar jdmna, det vill sdga Z — J blir méngden av alla udda
tal.

e L4t A vara vilken mangd som helst. Médngden 4 — & blir dd miangden A sjélv. Detta
eftersom vi viljer att fran 4 ta bort de element som ingdr i . Eftersom < inte



innehaller nagra element tar vi séledes inte bort ndgonting och méingden 4 — & kan
inte skilja sig alls frdn méingden A. Saledes blir 4 — & = A4. Detta visar att & &r likt
talet 0.

Vi illustrerar differensen mellan tvd méngder med ett Venndiagram i figur 2.5

U

Figur 2.5. Illustration av A— B

Om vi aterigen studerar klammernotationen for A—B={x|xe AAx¢& B} ser vi nagot
intressant. Beskrivningen av hur elementen véljs till vdnster om det lodréta strecket &r en
konjunktion vilket innebér att vi borde kunna skriva méngddifferensen som ett snitt. Det &r
alldeles riktigt. Vi kan skriva A—B={x|xe€ Anxe B}={x|xe Ayn{x|x ¢ B}. Den forsta
mangden i detta snitt dr 4 sjdlv och den andra méngden ar komplementet till B. Vi har saledes
att A-B={x|xeArxgB}={x|xe Aln{x|x¢ B} =AN B° och vi har séledes visat en

mingdlag: 4— B= A B°.
2.8 Disjunkta mingder

Definition 2.8: Lat 4 och B vara tva givna méangder. Da sigs 4 och B vara disjunkta om och
endast om de inte innehéller ndgra gemensamma element.

Fran definitionen f6ljer att tvd mingder dr A och B dr disjunkta om och endast om snittet
mellan dem ar tomma méngden. Vi inser alltsd att 4 och B ér disjunkta < ANB = .

Exempel:

e Mingden av alla positiva heltal 4 = { 1, 2, 3,4, 5, ... } och midngden av alla negativa
heltal B = { -1, -2, -3, -4, ...} ar tvd mingder som inte har nagra gemensamma
element. Alltsé gélleratt ANB=0.

e Maingden av alla jamna heltal 4 = { 0, +2, £4, £6, ... } och mdngden av alla udda
tal B={ +1, £3, £5, ... } har inga gemensamma element. Alltsd dr dessa mangder
disjunkta och vi kan dven hér konstatera att 4N B = giller.

e Mingdernad=1{1,3,5}ochB={2,3,4} har elementet 3 gemensamt. Séledes ar
de mingderna inte disjunkta och vi har ANB = {3} # & .

e Tomma mingden ar disjunkt med varje annan méngd. Eftersom tomma méngden inte
innehdller nigra element alls kan den heller inte ha ndgra element gemensamt med
ndgon annan mingd. Vi har sdledes 4 " J = for varje méngd A.



Med Venndiagram kan vi illustrera att tva méngder ar disjunkta pé tva sitt. I figur 2.6 har vi
illustrerat att méngderna 4 och B é&r disjunkta genom att ldgga representationerna av
mingderna helt enkelt ett stycke fran varandra. I figur 2.7 har vi illustrerat samma sak genom
att ldgga in symbolen for tomma méngden 1 det filt som representerar de gemensamma
elementen for 4 och B.

U U
4 B
Figur 2.6 Tva disjunkta mdngder Figur 2.7 Tva disjunkta méingder

2.9 Mingdlagar

Precis som det finns lagar for utsagor finns det lagar for mangder. Det ar faktiskt s& att for
varje lag for utsagor finns en motsvarande lag som géller for mingder. Till exempel minns vi
fran kapitel 1 att DeMorgans lag giller for utsagor: ~ (p A q) <>~ pv ~ q. Om man studerar
Venndiagram med tvd méngder 4 och B kan man faktiskt visa att precis samma sak géller
méngder. Skillnaden blir bara att negation av utsagor (~) byts mot méngdkomplement (“) och
disjunktion mellan utsagor (V) byts mot union av méingder (V) och konjunktion av utsagor (
A) byts mot snitt mellan méngder (M) och ekvivalens mellan utsagor (<) byts till identitet
mellan mingder (=). Saledes har vi DeMorgans lagar d4ven for méngder:

Sats 2.1: (DeMorgans lagar) For alla méngder 4 och B giller: (4N B)" = A° U B® och
(AUB) =A4A°NB°.

Bevis: Vi studerar véinster och hoger led av likheten (4N B)° = 4° U B° med Venndiagram.
Vi ska alltsa gora ett Venndiagram for (4 N B)“, vi kallar det for D,, och ett Venndiagram

for 4¢ U B¢, vi kallar det for D,, . Dessa Venndiagram kommer att bli lika och det kommer
att visa satsen.

Vi borjar med att konstruera D,; . Komplementet till 4 n B illustreras av foljande diagram



Detta ar Dy, . Vi bildar nu D,;, genom att kombinera Venndiagrammen fér 4¢ och g¢. Vi tar
upp Venndiagrammen for 4¢ och B¢:

Vi kombinerar nu dessa tvd Venndiagram i en union och far D, :

=1=l-1

Om vi inspekterar Venndiagrammen for D,, och D, ser vi att de dr identiska vilket visar

satsen. Beviset ar klart.

Vi kan formulera lagarna som géllde for utsagor for méangder:

LAGAR

For alla miangder A4, B och C giller foljande:

1. Kommutativa lagarna: ANB=BNnAsamt AUB=BUA.

2. Associativa lagarna: (ANB)NC=A4Nn(BNC)samt
(AuB)UC=A4U(BUC().

3. Distributiva lagarna: AN(BUC)=(ANB)Uu(ANC) samt

AUBAC)=(AUB)N(AUC).



4. Lagen om dubbla komplementet:
5. Idempotens:
6. DeMorgans lagar:

(A9) =4.
ANA=Asamt AUA=A.
(ANB) =A°UB® samt (AUB) =4 NB°.

7. Absorptionslagarna: AU(ANB)=A4 samt AN(AUB)=A4.

Vi formulerar dven ett par lagar som involverar tomma méngden, &, och universum U.

MER LAGAR

For alla miangder A delar i ett universum U géller:

1. Union med tomma méngden: AvB =0 UA=A4.

2. Snitt och union med komplementet: AN A° = och AU A =T.
ANA =A"NA=D.
U= och @ =U.

3. Snitt med komplementet:
4. Komplement av U och & :

Vi ska visa associativa lagen (ANB)NC=A4AN(BNC) med ett Venndiagram med tre
méngder.

Sats 2.2: For alla mingder 4, B, C giller: (ANB)NC=A4AN(BNC).
Bevis: Vi bildar Venndiagrammen for vénster och hoger led 1 likheten
(ANB)YNC=AN(BNC). Vi kallar Venndiagrammet for (ANB)NC for D,, och

Venndiagrammet for AN (B NC) for D, .

For att bilda D,;, kombinerar vi Venndiagrammen fér 4 N B och Ci ett snitt:

@ [| @ |~

A BnC AN(BNC)

1

@

1

)

ANB

Vi observerar att D,, =D,, vilket visar satsen. Beviset ar klart.

C

(AnB)NC



Anmirkning: Att (ANB)NC=AN(BNC) betyder att vi kan kasta parenteserna och
skriva A B N C. Detta ér helt i analogi med vanliga tal, vi kan ju till exempel skriva 2-3-4
och uppfatta det som vildefinierat. Union och addition dr ocksa associativa det vill séga pa
samma sétt blir uttrycken 4 U B U C och 2 + 3 + 4 vildefinierade.

2.10 Kryssprodukter

Det finns ett speciellt sétt att kombinera méngder péd och det &r att bilda par eller vektorer av
element frdn médngder. Vi tar en definition.

Definition 2.9: Lat 4 och B vara tvd mingder. Med kryssprodukten av 4 och B menas da
méngden av alla ordnade par av element frdn 4 och B dir det forsta elementet 1 paren tas fran
A och det andra tas fran B. Vi skriver kryssprodukten med Ax B och vi har saledes
AxB={(a,b)|lae Arnbe B}.

Exempel:

e Litmingdernad={1,2,3} ochB={3,4} vara givna. D4 blir
AxB =1{(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4) }.
Observera att paren dr ordnade sa paret (3, 4) ingér i 4 x B, men paret (4, 3) ingér inte.

e Kryssprodukten mellan alla reella tal och alla reella tal R x R = R? bildar mingden av
alla par av reella tal som vi kidnner som mingden av alla punkter som brukar
askadliggoras som det reella talplanet.

Man kan bilda kryssprodukter mellan flera méngder. Vi tar en definition.

Definition 2.10: Lat 4, B och C vara givna méangder. Med kryssprodukten mellan 4, B och C
menas dd mdngden av alla ordnade tripplar av element fran 4, B och C dér det forsta
elementet véljs fran 4, det andra frdn B och det tredje fran C. Vi skriver denna kryssprodukt
pé foljande sitt: 4x Bx C och vi har siledes Ax BxC = {(a,b,c)|ae ANbe BnrceC}.

Exempel:

e Vi bildar kryssprodukten mellan4 = { 0,1 },B={ 1,2 } ochC={2,3 }. Vi far da
AxBxC ={(0,1,2),(0,1,3),(0,2,2),(0,2,3),(1, 1, 2), (1, 1, 3), (1, 2, 2),
(1,2, 3)}.

e Om vibildar Rx Rx R, déir R & méngden av reella tal far vi liksom i forra exemplet
en méngd som vi kinner igen frin linjdra algebran. R x R x R ar rummet av punkter 1
tre dimensioner.

P& samma sitt som ovan kan vi infora kryssprodukter av fler miangder 4n 3. Saledes blir
Ax BxCx D lika med méngder av alla ordnade fyrtipplar av element fran méngderna 4, B, C
och D. I fyrtipplarna Ax BxCx D 1 ska det forsta elementet véljas frdn A, det andra fran B,
det tredje fran C och det fjarde frén D.



2.11 Antal element i en méingd
Vi infor ett skrivsatt for antal element 1 en méngd.

Definition 2.11: Lat 4 vara en godtycklig méngd. Med beteckningen |4| menas di antalet
element i 4. Om A4 dr en méngd med oédndligt antal element skriver vi |4 | = .

Exempel:
o LitA=1{1,2,3,5}. Eftersom A4 har 4 element fér vi |[4| = 4.

e For méngden Z = alla heltal giller |Z] = © eftersom Z har odndligt ménga element.
(Det finns ju odndligt manga heltal.)

e Antalet element i tomma méngden 4r 0 och det 4r den enda méngd som har 0 element.
Alltsd vetviatt |[4|=0 < 4A=C.

e Litmingdernad={1,2,3} ochB={3,4} vara givna. D4 blir
AxB ={(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3, 3),(3,4) } som vi sett ovan. Vi har att |4| = 3,
IB|=2 och |4x B|=6. Viobserverar att 6 = 3-2 och saledes géller
| AxB|=6=3-2=| A|-| B|. Detta dr ingen tillfillighet. For alla kryssprodukter giller
| AxBH 4] B].

2.12 Predikat och kvantorer

I detta avsnitt ska vi koppla thop méngdldran och logiken. Vi borjar med att inféra variabler i
utsagor.

Definition 2.12: Ett predikat 4r en mening som innehdller variabler som blir utsagor da
variablerna tilldelas viarden. Med doménen av ett predikat menas méingden av tilldtna virden
pa de ingdende variablerna.

Exempel:

e Meningen p(x) = "x har fyra ben” &r ett predikat som blir olika utsagor beroende pa
vad vi sétter in pé variabeln x’ plats. Vi fér olika sanningsvéarden beroende pé vilka
olika virden som x antar. Exempelvis ar p(Hésten Brunte) sann medan p(Papegojan
Polly) ar falsk. Doménen av predikatet p(x) ar kanske méngden av alla ddggdjur.

e Meningen g(x) = ”x> —3x+2 =07 ir ett predikat som blir olika utsagor beroende pa
vad vi sdtter i pa variabeln x’ plats. Exempelvis dr ¢(0) = 70> -3.0+2=0".
Matematiskt vet vi att denna utsaga ar falsk ty vinster led i likheten dr —1 medan héger
led ar 0. Vi kan 16sa andragradekvationer och vi vet dérifrén att g(1) och ¢(2) ar sanna
medan ¢(x) blir falsk for alla andra virden pa x. (Déribland virdet 0 som vi just sdg.)
(Doménen for detta predikat skulle kunna vara de reella talen.)

Ett predikat har alltsd inte sanningsvdrde pd egen hand. Vi méiste ange vilka virden
variablerna ska anta som bygger upp predikatet for att vi ska kunna tilldela det ett



sanningsvdrde. Det finns emellertid ett mycket anvidndbart och kraftfullt notationssétt som
tillater oss att formera utsagor av predikat och det dr med sé kallade kvantorer.

Studera andra exemplet ovan. Vi vet att det finns ett virde pd x som gér meningen g(x) sann.
(Det finns egentligen tvd virden, men vi ndjer oss med att siga att det finns ett.) For att
uttrycka detta “det finns ett x sddant att g(x) dr sann” skriver vi sd har: 3x : g(x). Vi utldser det
sé hdr: ”Det existerar ett x sddant att g(x)”. Detta har ett sanningsvérde. Vi vet att det finns ett
(ja, till och med tva!) virden pa x som gor g(x) sann. Alltsa kan vi sdga att det &dr sant att det
existerar ett x sadant att g(x) blir sann. Saledes 4r 3x : g(x) en sann utsaga. Ibland brukar man
poéngtera vilken domidn man arbetar med i samband med notationen med kvantorer och da
skriver man sé hér: 3x € R: ¢(x) . Doménen till predikatet ¢(x) &r alla reella tal och utsagan

dx € R : q(x) utldser vi nu ”Det finns ett x bland de reella talen sadant att g(x).”
Symbolen 3 kallas {or existenskvantorn och vi ska studera lite exempel med den.
Exempel:

e Utsagan dx € R: x> —1 =0 #r sann ty det finns ett reellt tal x sddant att x> —1 =0, till
exempel dugerx=1. (Viharju 1> -=1=0.)

e Utsagan Ix € R:x* +1=0 ér falsk ty det finns inget reellt tal x sddant att x> +1=0,
for om vi kvadrerar ett reellt, vilket som helst, far vi alltid ndgonting positivt. Det
innebér att uttrycket x? +1 alltid &r storre dn 1 och saledes kan det aldrig bli 0, vilket
val av talet x vi &n gor bland de reella talen. Vi uppfattar det sdledes som falskt att
dxeR:x*+1=0.

Det finns tvd kvantorer, den ena &r existenskvantorn (som vi redan sett.) Den andra &r
allkvantorn. Vi anvinder allkvantorn dd vi vill uttrycka att ndgonting géller for alla x. Vi
skriver sd hir: Vx:q(x) och utliser det For alla x giller g(x)”. DA far vi en utsaga. P4 samma
sdtt som med existenskvantorn kan vi betona vilken den underliggande doméinen till det
aktuella predikatet &r genom att skriva Vx € D : g(x) . Detta utldses “For alla x i D géller g(x).
” Vi tar ett par exempel:

Exempel:

e Utsagan Vx e R:x” >0 &r sann ty om vi viljer vilket x som helst och kvadrerar det s&
far vi ett positivt tal.

e Utsagan Vx e R: x> —3x+2 =0 dr falsk. Visserligen giller det, som vi vet, att
22 -3.242=0 och 1> =3.2+2 =0, det vill sdga predikatet innanfor allkvantorn
blir en sann utsaga tvd virden pa x men det betyder alltsd inte att predikatet blir en
sann utsaga for alla virden pa x vilket vi havdar ndr vi sidger Vxe R: x> —-3x+2=0.
Séledes ar utsagan Vx € R : x* —3x+ 2 =0 falsk.

Kvantorer kan illustreras genom f6ljande anekdot.

En ingenjor (inte utbildad vid KTH-Syd), en fysiker och en matematiker var pa resa i
Skottland och akte tdg genom hoglidnderna. P4 avstand sdg de ett svart far std och beta gris



varpd ingenjoren utbrast: “Horni kolla! Ett svart far! Alla faren i Skottland ar tydligen svarta!”
Bade fysikern och matematikern blev forskrackta 6ver denna forhastade slutsats och fysikern
tog till orda. ”Béste ingenjor! Vi har bara sett eff far som ar svart i Skottland. Det innebér inte
nodviandigtvis att alla far 1 Skottland dr svarta. Vad vi med sdkerhet kan sdga fran denna
observation dr endast att det existerar ett far i Skottland som &ar svart.” Matematikern tittade
forskriackt pa fysikern och tog till orda...

Vad matematikern sade ska vi vinta med. Vi ska analysera ingenjorens och fysikerns
utlatanden. Om vi later D vara mingden av alla fér i Skottland och p(x) vara predikatet p(x) =
”x dr svart” kan ingenjorens utsaga formuleras: Vx € D: p(x). Det vill siga For alla far i
Skottland géller att de dr svarta.” Detta var givetvis inte sdkert, de tre resendrerna hade ju bara
observerat ett svart far, som fysikern mycket riktigt anmérkte. Det som fysikern sade 14g
ndrmare sanningen. Fysikern sade 3x € D: p(x), alltsd bland alla faren i Skottland existerar
det ett far som &r svart. (Ndmligen det som de sig.)

Matematikern (som var en Overpetnoga viktigpetter) sade: "Men é&r ni helt fran vettet bada tva!
Faret stdr ju 1 profil! Det enda vi kan séga &r att det existerar ett far i Skottland vars ena sida &r
svart.”

Vi ska studera hur vi negerar utsagor formerade med kvantorer. Hur negerar vi utsagan
Vx e D: p(x)? Vi kan atervinda till exemplet med far i Skottland for att inse hur vi ska bilda
negationen av Vx e D: p(x). Antag att det finns 1000 fir i Skottland (det finns forstds
mycket mer, men 1t oss bara anta att det ar 1000.) Utsagan Vx € D: p(x) kan da skrivas
(X)) A p(x,) Ao A P(X400 ), det vill siiga ” far x, dr svart och far x, &r svart och ... far X,y

ar svart.” Alla 1000 faren ar svarta. Vad blir motsatsen? Vad maste gélla om detta ska vara en
falsk utsaga? Jo, ndgot av faren &r inte svart. Det rdcker med att ett enda féar inte dr svart for att
utsagan “Alla far dr svarta” ska vara en 16gn, det vill sdga vara falsk. Motsatsen blir alltsd att
”Det existerar ett fir som inte dr svart.” med kvantorer kan vi skriva detta 3x € D i~ p(x).
Sammanfattningsvis har vi alltsd att negationen av Vx € D: p(x) ar dx € D~ p(x). Vi kan
skriva det sé hér:

~VxeD:p(x)< IxeD:~ p(x).

Vi kan tolka detta som att negationstecknet “multiplicerats in” forbi allkvantorn som dé byts
mot en existenskvantor.

P& samma sitt bildar vi negationer av utsagor formerade med existenskvantorn. Antag att vi
vill bilda utsagan “Det finns ett svart far i Skottland”. Med kvantorer blir det 3x € D : p(x).
Om vi nu vill negera detta, det vill sdga bilda motsatsen till ”Det finns ett svart far i
Skottland” da wvill vi att det tolkningen ska vara att det inte finns ett enda far i Skottland som
ar svart. For alla far 1 Skottland ska det alltsa gélla att de inte dr svarta. Negationen av “Det
existerar ett far i Skottland som ar svart” blir saledes “For alla i Skottland far géller att de inte
ar svarta.” Med kvantorer far vi

~dxeD: p(x) = VxeD:~ p(x).

Det vill sdga existenskvantorn byts mot allkvantorn da vi “flyttar in” (eller “multiplicerar in”)
negationstecknet.



Vi har faktiskt sett detta forr. Om vi havdar att Vx € D: p(x) s dr detta bara ett kortare
skrivsdtt for ” p(x;) A p(x,) Ao A p(Xy )7 alltséd en vanlig konjunktion av 1000 utsagor.
(Om vi nu héller oss till de 1000 faren i Skottland.) Utsagan 3x € D : p(x) kan d& tolkas som

en disjunktion: 3dxeD:p(x) = p(x)Vv p(x,) V..V p(x,). Om vi skriver om de tva

reglerna for negation av utsagor formerade med kvantorer ovan med dessa tolkningar fir vi
alltsa:

~VxeD: p(x)< dx e D:~ p(x) skrivs om till
~(p(x) A P(X) A A P(Xy000)) S~ P(X)V ~ p(x;) VeV ~ P(X000)

Om vi hade haft bara tva far hade det sett ut sa hir: ~ (p(x,) A p(x,)) &~ p(x,)v ~ p(x,).
Men det hdr dr bara DeMorgans Lag! (~(pAg) <~ pv~gq) Samma sak giller for
~3dxeD: p(x) = VxeD:~ p(x).

Exempel: Formulera foljande péstdenden med hjédlp av kvantorer och bilda sedan deras
motsatser och uttryck dem med kvantorer. Formulera ocksa motsatsen med vanligt sprak.

e ”Alla matematiker bar glasogon”
Losning: Sétt D = médngden av alla matematiker. Om p(x) dr predikatet “x bar
glasdgon” kan ”Alla matematiker bar glaségon™ skrivas Vx € D : p(x). Negationen
blir ~Vx e D: p(x) & Jx € D :~ p(x) som utlidses ~Det existerar ett x bland alla
matematiker som inte bar glasogon” eller kortare ”Det finns en matematiker som inte
bar glasdogon.”

e “Alla faren i Skottland &r svarta”
Losning: Sétt, som forut, D = méngden av alla far i Skottland. Om p(x) ar predikatet
“x dr svart” kan ”Alla faren i Skottland &r svarta” skrivas Vx € D : p(x) . Negationen
blir ~Vx e D: p(x) < dx € D i~ p(x) som utlidses “Det existerar ett x bland alla

faren i Skottland som inte ar svart” eller kortare ”’Det finns ett far i Skottland som inte
ar svart.”

e “Alla matematiker dr Overpetnoga viktigpettrar”
Losning: Sétt D = méngden av alla matematiker. Om p(x) dr predikatet ’x &r en
Overpetnoga viktigpetter” sa kan ”Alla matematiker &r dverpetnoga viktigpettrar”
formuleras Vx € D: p(x). Negationen blir ~Vx € D: p(x) <> Jx € D i~ p(x) som
utldses "Det existerar ett x bland alla matematiker som inte dr en dverpetnoga
viktigpetter”.

e ”Inget far i Skottland &r inte svart.”
Losning: Sétt, som forut, D = médngden av alla fir i Skottland. Om p(x) dr predikatet
”x ér inte svart”. ”Inget fir 1 Skottland &r inte svart” kan ockséd formuleras Det
existerar inget far i Skottland som &r inte dr svart. Det kan vi skriva som
~dx € D~ p(x). Att negera denna utsaga ir litt eftersom den inleds med ett
negationstecken. Vi far ~(~ 3x € D :~ p(x)) < Ix € D :~ p(x) som utldses "Det
finns ett far i Skottland som inte &r svart.”

o 7Ett far i Skottland &r svart”
Losning: Sétt, som forut, D = méngden av alla far 1 Skottland. Om p(x) ar predikatet



”x dr svart” kan Ett fér i Skottland &r svart” formuleras 3x € D :p(x) . Negationen blir

~3x e D :p(x) & Vx e D:~ p(x) vilket kan formuleras “For alla far i Skottland
géller att de inte dr svarta.”

2.13 Booleska algebror

Maingdlara och satslogik har manga gemensamma egenskaper. Exempelvis géiller DeMorgans
Lagar bade for méngder och utsagor. I miéngdliran formulerar vi det som att
(AN B) = A° UB° och (AU B) = A° N B° . I satslogik lyder de ~ (p A q) <~ pv ~¢q och
~(pVvgq) <~ pA~q. Snittoperationen for mingder (M) fungerar ungefir som
konjunktionen for utsagor (A ) och unionoperationen for mangder (V) fungerar ungefir som
disjunktionen for utsagor (V). Detta dr ingen slump [ sjdlva verket dr satslogik och
mingdlira exempel pd en speciell form av kalkylsystem som forekommer i andra
sammangang ocksd. En Boolesk algebra dr en mingd av objekt, S, tillsammans med tvé
operationer, + och * sddana att foljande regler géller:

1.Forallaaochbils,
atb=b+aocha*b=>b%*a (Kommutativa lagarna)

2.Forallaa,bochcis,
(a+b)+c=a+(b+c)och (Associativa lagarna)
(@a*b)*c=a*(b*c)

3.Fo6rallaa,bochcis,
at(b*c)=(a+b)*(a+tc) (Distributiva lagarna)
a*(b+c)=(a*b)+(a*c)

4. Det finns distinkta element 0 och 11§ sddana att
at0=a (0 dr ett neutralt element for +)
a*l=a (1 dr ett neutralt element for *)
Detta géller for allaa i S.

5. For varje a 1 § existerar det ett element i § som vi betecknar a . Detta element kallas
komplementet till a eller negationen till a. och uppfyller
ata=1locha*a =0 (Komplementlagarna)

For méanglara spelar union (), snitt (M) och komplement (¢) rollerna av +, * och tagandes

av komplement (). Den universella mingden U spelar rollen av 1 och den tomma méngden (
&) spelar rollen av 0.

Niér det géller utsagor spelar disjunktion (Vv ), konjunktion (A ) och negation (~) rollerna av +,
* och tagandes av komplement ( ). Man kan dven formera en utsaga som alltid dr sann som

man kallar ¢ (for tautologi) och en utsaga som alltid dr falsk som man kallar ¢ (for
contradiction). Utsagorna ¢ och ¢ spelar da rollerna av 1 och 0.



