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Modul 1: Funktioner, Grinsvirde, Kontinuitet

Denna modul omfattar kapitel P och kapitel 1 kursboken Calculus av Adams och Essex
och undervisas pa tre foreldsningar, tva 6vningar och ett seminarium.

Viktiga begrepp. De tre huvudbegreppen i denna modul édr funktion, griansviarde och
kontinuitet. Ligg noga mirke till vad de betyder, dvs hur de definieras. Till funktions-
begreppet finns en rad andra termer och begrepp som man maste behirska. De vik-
tigaste dr definitionsmdngd, virdemdngd, funktionsgraf, tangent och normal till funk-
tionsgraf, begrdinsad funktion, udda resp jamn funktion, styckvis definierad funktion,
sammansdttning av funktioner, absolutbeloppsfunktionen. Dessa begrepp ska man bade
kunna definiera matematiskt och anvinda i problemldsning.

Nir det giller gransvarde sa ir det viktigt att forsta att gransvirdesdefinitionen ér till
for att pa ett precist sitt formulera vad begreppet gransvirde betyder. Man anvinder
séllan sjédlva definitionen for att berdkna griansvirden — till detta har man andra metoder.

Nir det géller kontinuitet sa ar det viktigt att komma fram till insikten att det finns
en stor klass av funktioner, ofta kallade elementira funktioner, som ir kontinuerliga
i alla punkter i sina definitionsméngder. Det betyder att for dessa funktioner far man
griansvirdet 1 en punkt genom att rdkna ut funktionsvérdet i punkten. Det dr bara i
punkter dir dessa funktioner inte dr definierade som grinsvérdet dr ett problem som
maste undersokas pa nagot mer avancerat sitt. De elementera funktionerna ér polynom,
rationella funktioner, potensfunktioner, exponentialfunktioner, logaritmfunktioner, tri-
gonometriska funktioner, inversa trigonometriska funktioner — och alla kombinationer
av dessa med hjilp av de fyra rdaknesdtten och sammansdttning.

For kontinuerliga funktioner definierade pa slutna och begrinsade intervall finns ett
par viktiga satser, som sédger att sadana funktioner alltid antar ett storsta och ett minsta
virde och att om de tar tva virden sa tar de ocksa alla véirden diaremellan.

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Kapitel P1: 7, 11, 19, 29, 39.
Kapitel P2: 13, 15, 17, 23. Kapitel P3: 3, 7, 43, 49. Kapitel P4: 1, 3, 7, 11, 31, 33, 53.
Kapitel P5: 9, 25. Kapitel P6: 1, 7, 17. Kapitel P7: 1, 3, 7, 19, 25, 26, 51. Kapitel 1.2:
9,13, 21, 25, 30, 49, 50, 78, 79. Kapitel 1.3: 3, 6, 11, 13, 53. Kapitel 1.4: 7, 8, 12, 15,
17,20, 21, 29. Kapitel 1.5: 13, 29.
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KAN DU DET HAR TILLRACKLIGT BRA? TESTA DIG SJALV!

or — 1

cos2x

A. Bestidm definitionsméngden till f.
B. I vilka punkter dr f kontinuerlig?
C. Avgor om f dr udda eller jamn.
D. Ar f begrinsad?

1
Uppgift 2. Lat g(t) = /1 — ——.
ppgi at g(t) T 1

A. Bestdm definitionsméngden till g.
B. I vilka punkter dr g kontinuerlig?
C. Avgor om ¢ ér udda eller jimn.
D. Ar g begrinsad?

Uppgift 1. Lat f(z) =

Uppgift 3. Lat h(z) = |z| — |z + 1.
A. Bestdm definitionsmingden till /. I vilka punkter dr i kontinuerlig?
B. Skriv A som en styckvis definierad funktion, utan absolutbeloppstecken.

C. Skissa grafen y = h(z) och ange virdemingden till h.
D. Ar h begrinsad?

Uppgift 4. Hir dr nagra uppgifter om rita linjer.

A. Ange en ekvation for den linje genom (5, —1) som har riktningskoefficient —2.
B. Ange en ekvation for den rita linje som gar genom punkterna (1, —3) och (-2, 5).
C. Avgor om linjerna med ekv 8z + 16y + 5 = 0 och x = —2y + 33 &r parallella.
D. Avgor om linjerna med ekv 8z + 9y + 5 = 0 och 9z — 8y + 15 = 0 &r vinkelrita.
E. Vad séger enpunktsformeln (point-slope equation) for linjens ekvation?

Uppgift 5. Betrakta funktionen s given av
24+ 1, x <0
s(x) =qx+2, 0<x<?2
2?2, x> 2
A. Vad ir definitionsméngden till funktionen s ?

B. I vilka punkter &r s kontinuerlig?
C. Gor en enkel skiss av funktionskurvan y = s(z).
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Uppgift 6. Berikna nedanstaende griansvirden.

2 -2
A. lim =~ B. lim —
=132 — 2 =2 12 — 92
. =2 .o —2
c a:li>r£l2x2—2 D xh—{gon—Q

Uppgift 7. Berikna nedanstaende griansvirden.

. r—sinx
A llm ———
z—0 x
. x—sinx
B. lim ———
Tr—r00 X

Uppgift 8. Enhetscirkeln bestar av alla punkter (z, ) i planet sidana att 2% + y* = 1.

A. Ar enhetscirkeln funktionsgrafen y = f(z) till ndgon funktion f ?

Om ja, vilken? Om nej, varfor inte?

B. Ar 6vre halvan av enhetscirkeln (dvs den del dir y > 0) funktionsgrafen y = f(x)
till nagon funktion f ? Om ja, vilken? Om nej, varfor inte?

Uppgift 9. Visa med hjilp av satsen om mellanliggande vérden att ekvationen
et —a? —22—-1=0

har minst tva olika 16sningar i intervallet —1 < z < 2.

Uppgift 10. Los nedanstaende ekvationer.

1
A.sin2x = ———

V2

B. |2z + 1| =2

Uppgift 11. Avgor i vilka punkter funktionen f som ges av

sin 2t
, t#£0
f =4 #
2, t=0

ar kontinuerlig.

Uppgift 12. Forklara hur du kan veta att
sin47z — cos®

@)= 2 4+ 20+ 1

maste anta ett storsta och ett minsta viarde nir x varierar i intervallet 0 < z < 3.
3
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FACIT OCH LOSNINGSTIPS

1. A. Allaz # 7 +n%, n godtyckligt heltal. Tips: problemet &r ndr nimnaren dr noll.
1. B. Allaz # 7 + n3, n godtyckligt heltal.

1. C. f ar varken udda eller jamn.

1. D. Nej

2. A. Alla tal som &r storre édn eller lika med 0 och alla tal mindre dn —1. Tips: undvik
negativt under rottecknet och undvik division med noll.

2. B. Samma svar som 1 2A.

2. C. Varken udda eller jimn.
. D. Nej

. A. Definitionsméngden é&r alla reella tal 2. Funktionen &r kontinuerlig Gverallt.
.B.Forz > 0ér h(x) = —1.
For z mellan —1 och 0 &r h(z) = —2x — 1.
Forx < —1idr h(z) = 1.
. Det dr litt att rita grafen med hjélp av informationen i B. Virdeméngden bestar
av alla tal y sadana att —1 < y <1
Ja, |h(z)| < 1 foralla
.y + 1= —2(x —5).Kan ocksa skrivas y = —2z + 9
_8 1
. Ja (ty de har samma riktningskoefficient)
Ja (ty ko = —1/ky, dér ky och ko dr riktningskoefficienterna)
Lis i boken eller i er gymnasiebok (och kika gidrna ocksa pa svaret till 4A)
.Allax
.x#0

. Se sidorna 36 och 37 i boken for exempel pa denna typ av funktion.

.1

.1/4

. Gransvirde saknas (det dr INTE heller co)
0

0
1

W W N

het
@)

. Nej. For varje x mellan —1 och 1 finns tva olika mdojliga viarden pa v.
Ja. f(z) = V1 —a?

9. Funktionen f(x) = ! — 22 — 2z — 1 ir kontinuerlig dverallt och
f(=1) =1, f(0) =—1, f(2) =7, sadet foljer av satsen om mellanliggande virden
att funktionen har ett nollstille mellan —1 och 0 och ytterligare ett mellan 0 och 2.

PP NN AN L R RRRE W
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10. A. x = —7 /8 + nm, dér n &r ett godtyckligt heltal, eller x = 57 /8 + nm, dédr n ar
ett godtyckligt heltal.
10. B. Losningarna dr z = 1/2 och x = —3/2

11. Funktionen dr kontinuerlig i alla punkter pa reella axeln.
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12. Funktionen &r kontinuerlig i varje punkt av det slutna och begrinsade intervallet
[0, 3]. Det foljer att storsta och minsta virde finns, enligt the max-min theorem (sid 83).



