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Modul 6: Integraler och tillimpningar

Denna modul omfattar kapitel 6.3 och 6.5 samt kapitel 7 i kursboken Calculus av Adams
och Essex och undervisas pa tre foreldsningar, tva 6vningar och ett seminarium.

Viktiga begrepp. Denna modul handlar om integraler och deras tillimpningar. I ka-
pitel 6.3 fortsitter vi med variabelsubstitutioner och i kapitel 6.5 diskuterar vi generali-
serade integraler. Av de senare finns tva typer: dir intervallet 4r obegréinsat och dér in-
tegranden &r obegriansad. I bada fallen 16ser man problemet genom att ta ett grinsvérde.
I kapitel 7 handlar det sa om tillimpningar. Det &r viktigt att ldra sig tekniken med
Riemannsummor, som anvinds till exempel i hdrledningen av formeln for bagliangd i
kapitel 7.3 och i fjaderexemplet som foljer nedan.

Exempel. For en viss fjdder giller att kraften som krivs for att trycka ihop fjddern x
meter dr F'(x) = x/2 N. Hur stort arbete krivs for att trycka ihop denna fjader 1/10
meter? Om kraften dr konstant och i vigens riktning ges arbetet av kraft ganger vig,
men denna kraft &r inte konstant. Sa hur goér man?

Losning. Dela in intervallet fran O till 1/10 i manga sma delintervall. Pa ett litet sadant
delintervall av ldngd Az vid en punkt x &r kraften ungefir konstant (om delintervallet
ar litet sa hinner inte kraften @ndra sig sa mycket under det lilla intervallet eftersom den
varierar kontinuerligt). Arbetet for att gora den lilla lingddndringen Az vid punkten x
blir dirfor ungefir F'(x)Az. Arbetet for att gora hela lingdidndringen blir summan av
arbetena pa alla dessa sma delintervall, vilket 4r en Riemannsumma som nér delinter-
vallens langd gar mot 0 konvergerar mot integralen

1/10 1/10 ,, 1
F(z)de = L = —
/0 () dx /0 2“7 100

som alltsa &r det arbete som krévs for att lingdédndra fjadern 0.1 meter.

Det ar viktigare att behidrska metoden ovan 4n att komma ihag olika formler fran fysik
mm. Det dr dock bra att vara séker pa rotationsvolym, rotationsarea och bagliangd.

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Kapitel 6.3: 1, 3, 9. Kapitel 6.5:
1, 3,5, 15, 23, 33, 34, 35. Kapitel 7.1: 1, 3, 5, 13, 19, 21. Kapitel 7.2: 1, 3. Kapitel 7.3:
3, 11, 21. Kapitel 7.4: 1, 3, 5. Kapitel 7.6: 1, 7. Kapitel 7.7: 1, 5.
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KAN DU DET HAR TILLRACKLIGT BRA? TESTA DIG SJALV!

dt
Uppgift 1. Berikna integralen / pro med hjilp av substitutionen z = tan(¢/2). Tips:
S1n
vid denna substitution géller sambanden

1—a? _ 2 2dx
=T M T T YT o
(Kan du rikna ut denna integral pa nagot annat sitt?)
Uppgift 2. Ange pa vilket sitt dessa integraler dr generaliserade och beridkna dem.
< d
s
0 1 +x
B /1 dx
‘ 0o Vv 1-— 5(32
C. / xe Tdx
1
1
d
D. / -
0o V 11—z
<1
E. —d
/1 /T .

Uppgift 3. Avgor om nedanstaende generaliserade integraler dr konvergenta eller diver-

genta.

A./ € dx
.z

o |
B./ x—l—andx
1

0 x
o
C./ rsinx dx
0

oo 2 1
D,/ itV
S AV

Uppgift 4. Avgor om det obegriansade omrade som ligger mellan kurvorna y = 1 och

244 4
e , nir 0 < x < oo, har dndlig area.

y:x2+4$~|—3 )
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Uppgift 5. Hirled med hjélp av Riemannsummor formlerna for rotationsvolym runt x—
resp y-axeln och beridkna sedan den rotationsvolym som genereras nir omradet mellan
kurvan y = 23 och z-axeln pa intervallet 0 < x < 1 roteras ett varv runt

A. z-axeln

B. y-axeln

Uppgift 6. Harled foljande formler med hjélp av rotationsvolymsteknik.
43
3

B. Volymen V' av en kon med basradie » och hojd h ges av V' =

A. Volymen V av ett klot med radie r ges av V' =

wrih

Tips for B: snegla vid behov pa nésta uppgift.

Uppgift 7. Hirled formeln A = 7rv/r? + h? for mantelytans area A av en kon med
basradie r och hojd i genom att betrakta den som den rotationsarea som genereras nér
y = rx/h pa intervallet 0 < x < h roteras runt z-axeln.

Uppgift 8. Berikna lingden av kurvan y = In(1 — z?%), 0 <z < 0.5.

Uppgift 9. En cylindrisk silo med radie 2 meter och hojd 6 meter dr fullpackad. Densi-
teten p av innehallet varierar med hojden h enligt formeln

1
p(h) = ton/m>.
Berikna massan av innehéllet i silon.

Uppgift 10. Ett fordon startar fran stillastaende och kor 30 minuter rakt framat med
accelerationen 2 + 60t km/h?. Vad ir fordonets hastighet efter 30 minuter? Hur langt
hinner fordonet?

Uppgift 11. Vid ett test med ett nytt fordon ska man kora en stricka om 10 km, dér olika
delar av striackan ska koras vid olika hastigheter. Anta att hastigheten efter « kérda km
ska vara v(x) km/h. Hur lang tid tar testet?

Uppgift 12. Vi ska beriikna tyngdpunkten av en homogen halvcirkelskiva. Lat halvcir-
kelskivan ges av olikheterna

?+yP <R, y>0.

Det dr klart av symmetriskil att x-koordinaten for tyngdpunkten maste vara 0. Vad blir
y-koordinaten? Tips: kolla vid behov upp formeln for tyngdpunkt i boken.
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FACIT OCH LOSNINGSTIPS

t
1. Intan 5 + C, med C godt konstant. Ja.

. A. Obegrinsat intervall. 7/2

. B. Integranden obegrinsad niar z — 1. 7/2
. C. Obegrinsat intervall. 1

. D. Integranden obegrinsad nidr x — 1. 2

. E. Obegrinat intervall. 2

. A. Konvergent
. B. Divergent

. C. Divergent

. D. Divergent

. E. Konvergent
. F. Divergent

In3

. Arean ir 52

AL T/T
.B.27/5

8.
9. 167 ton
10. Sluthastigheten &r 8.5 km/h och fordonet hinnerl.5 km.

10
d
11./ —xtimmar
0 U(@
4R

12. —
3T



