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Losningsforslag

En liten méangd av ett radioaktivt &mne togs in i ett laboratorium for ett experi-
ment. Amnet sénderfaller enligt lagen for det radioaktiva sonderfallet som séger
att sonderfallshastigheten ar propotionell mot &mnets massa. Efter 1 timme blev
amnets massa 30 gram och efter 2 timmar blev &mnets massa 20 gram.

(a) Bestdm ekvation som uttrycker &mnets massa som funktion av tiden. Vad &r
ursprungliga massan av dmnet?

(b) Bestdm dmnets massa efter 3 timmar.

(c) Bestdm halveringstid av &mnet d v s den tiden efter vilken hélften av en given
méngd av amnet sonderfaller.

Losning.

(a) Vi betecknar med M (t) massan av dmnet efter ¢ timmar. Att sonderfallshas-
tigheten &r propotionell mot &mnets massa innebér att funktionen M (t) uppfyller

differentialekvationen
dM

dt
dér k£ ar nagon konstant. Det ar en separabel ekvation, vi skriver om den som
dM — _k varav integreringen ger oss In M (t) = ¢ — kt och M(t) = Ce ™" (vi
betecknar C' = e°). For att bestdmma konstanter C' och k anvénder vi oss av
data i uppgiften. Vi har M (1) = 30 och M (2) = 20 vilket ger oss ekvationer

= —kM(t),

Ce " = 30; Ce 2k = 20.

Division av den férsta ekvation med den andra ger oss ef = 3/2 varav k = In(3/2).
Insiittning av e % = 2/3 till forsta ekvationen ger oss C' = 45. Vi far

M(t) = 45¢7*  dir k =1In(3/2).

Ursprungliga massan av dmnet ér M (0) = 45.

(b) Efter 3 timmar far vi

3
‘ 4
M(3) = 45¢316/2) = 45 . (2> _ 40

(c) Halveringstid T" uppfyller sambandet M (t+71") = %M (t) vilket ger oss ekvation
e * =1/2. Vi far kT = In2 och

In2 In2
T=—- = ——.
k In(3/2)



Modul 2.

Undersok system av differentialekvationer X' = AX, déar

,4:(‘21 g)

(a) Bestdm allmén 16sning till systemet.

(b) Origo &r en kritisk punkt for systemet. Vilken typ av fasportrétt har systemet
néra origo? Ar origo en stabil eller instabil kritisk punkt? Du behover inte rita
nagon bild.

(c) Finns det nagon 16sning X(¢) av systemet som uppfyller

limX(t) =07

t—0

Ange en sadan l6sning om den finns.

Losning.

(a) Vi borjar med att bestdmma egenvirdena och egenvektorer av matrisen A.
Karakteristiska ekvationen &ar

0 = det(A — \) =

-1-X 6
2 3—A

’:AZ—Z)\—15.

Den har rotter Ay =5 och Ay = —3. Det &r egenvirdena av matrisen.

Z ) (den som hor till A\; = 5) uppfyller ekvation

(A—51)vy = 0 vilket ger oss ekvation —6a + 6b = 0 (den andra ekvation for a, b

Den forsta egenvektor vy = (

ar ekvivalent till den). Vi far v; = ( 1 ) och detta ger oss den forsta 16sningen

till ursprungliga systemet
Xy (t) = vy = ™ < 1 ) :

ccl ) (den som hér till Ay = —3) uppfyller ekvation

(A + 3I)vy = 0 vilket ger oss ekvation 2¢ + 6d = 0 (den andra ekvation for c,

Den andra egenvektor vy =

d ar samma). Vi far vo = ( _13 ) och detta ger oss den andra losningen till

ursprungliga systemet

Allménna 16sningen &ér godtycklig linjar kombination av X; och Xa:

X(t) = Cye” ( X ) LG ( 3 ) |

(b) Egenvirdena erhalna i (a) ar reella och de har olika tecknar. Detta ger oss
att origo ar en sadelpunkt. Den &r instabil.

(c) Losningen Xy (t) erhallen i (a) uppfyller kravet.



Modul 3.

En funktion y = 2z 4 1 ar definierad pa intervallet —1 < 2 < 1. Funktionen
utvecklas i en fourierserie pa detta intervall.

(a) Vad &r utseendet av erhallna fourierserien? Bestdm koefficienten ay (6vriga
koefficienter behover inte berdknas).

(b) Vad dr summan av erhallna fourierserien pa intervallet 1 < x < 37 Vad &r
summan i punkten z = 37

(c) For erhallna fourierserien, visa att alla koefficienter a,, = 0 dan =1,2,....
Forsok att undvika langa utrdkningar!

Losning,.

(a) Intervallet har utseendet (—1,1) d v s (—p,p) med p = 1. Detta ger oss

Fourierserien
o0

50 + Y (ancos(mnx) + by, sin(mnz))
1

n=

som har perioden T = 2.

Koefficienten ag ar

1
aoz/ 2z +1)dx = 2.
-1

(b) Erhalna fourierserien har perioden 2. Om 1 <z <3,dadr -1 <z —2 < 1.
Ursprungliga funktionen y(x) i alla punkter i intervallet (—1,1) &r kontinuerlig
och deriverbar och konvergenssatsen ger oss att fourierserien i punkten z — 2
konvergerar till den ursprungliga funktionen. Vi far da fér summan F(x)

Flx)=F(x—2)=2(x—2)+1=22x-3

1 intervallet 1 < z < 3.

I punkten = = 3 den 2-periodiska fotsattningen av y(x) &r diskontinuerlig. Kon-
vergenssatsen ger oss att summan blir

_y(-)+y(4)  y(A-)+y(=14) 2-14+1+42-(=1)+1

- = =1
2 2 2

(6vergang fran y(1+) till y(—1+) behovs for att hamna i intervallet (—1,1) ).

(c) Vi skriver om fourierserien som

Z (an cos(mnx) + by, sin(mnz)) .

n=1
Eftersom ay = 2, far vi pa intervallet —1 < z < 1 ekvation

20 = Z (ay, cos(mnx) + by, sin(mnzx))

n=1

d v s hogerled ar fourierserien av funktionen y = 2z. Eftersom den &ar udda, avgor
vi att alla koefficienter a, =0dan=1,2,....



