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SF1661 Perspektiv pa matematik
Workshop om decimalbraksrepresentation av reella tal

Denna workshop syftar till att du ska forsta vad det innebéar att
skriva ett reellt tal i form av ett decimaltal, med eventuellt oédndlig
decimalbraksutveckling. Du kommer ocksa att studera hur decimal-
braksutvecklingar for rationella tal och irrationella tal skiljer sig at.

Forberedande uppgifter - 16s dessa innan workshopen

1. ANDLIGA DECIMALBRAKSUTVECKLINGAR REPRESENTERAR
RATIONELLA TAL

Uppgift 1. Forklara varfor ett reellt tal som kan skrivas med dndligt
manga decimaler alltid &r ett rationellt tal. Illustrera genom att skriva

foljande tal pa formen ]—), p,q €Z, q#0.
q

(a) 51243  (b) 03456  (¢) 3.14  (d)—11.11

Observera ocksa att den dndliga decimalutvecklingen anger talets posi-
tion pa tallinjen exakt. For att till exempel markera talet 1,34 behover
vi bara dela in strackan mellan talen 1 och 2 i hundra lika stora delar,
och sedan forflytta oss 34 sadana hundradelar till hoger om 1.

Uppgift 2. Det finns som du sékert vet rationella tal som inte kan
skrivas med éndligt manga decimaler. Kanske kan du redan ett exempel
pa det?

Uppgift 3. Irrationella tal kan inte skrivas exakt med &ndligt manga
decimaler, det foljer av forsta uppgiften. Hur da? Forklara!

Vi kan sammanfatta det vi har kommit fram till sa har langt pa foljande
satt.
e talet r har édndlig decimalbraksutveckling = r &r rationellt;
e det finns ocksa rationella tal med oéndlig decimalbraksutveckling;
e alla irrationella tal har odndlig decimalbraksutveckling.

Att fundera pa: Ar 0.999... och 1.000... tva olika tal eller i sjilva
verket ett och samma tal skrivet pa tva olika sétt?



Uppgifter att arbeta med under workshopen

2. OANDLIGA DECIMALBRAKSUTVECKLINGAR

Om alla reella tal ska kunna skrivas som decimalutvecklingar tycks
vi behova kunna anvéinda oss av oédndliga decimalbraksutvecklingar.
Men vad ska vi mena det?

Betrakta decimalbraksutvecklingen ¢ = 0.222... dér punkterna skall
antyda att det i sjdlva verket dr en o#ndlig rad med tvaor. Ett sétt
tolka detta &r som foljer.

e Fran de tva forsta decimalerna utlédser vi att 0.2 < ¢ < 0.3, dvs
t ligger i intervallet I; med &ndpunkter 0.2 och 0.3.

e Fran de tre forsta decimalerna utldser vi att 0.22 < ¢ < 0.23,
dvs t ligger intervallet I med dndpunkter 0.22 och 0.23.

Observera intervallet I, ligger inuti intervallet .

Uppgift 4. Fortsiatt denna process i ytterligare tva steg, dvs ange
intervall I3 och I, med rationella &ndpunkter som innehaller ¢ och som
ar sadana Iy ligger i I3 som i sin tur ligger i I5. Rita ocksa en bild som
illustrerar detta.

Genom att fortsédtta denna process kan vi med hjéilp av rationella tal
precisera var pa talaxeln ¢ ligger med sa stor noggrannhet vi 6nskar.

Uppgift 5. Overtyga nu dig sjilv om att vi kan géra denna tolkning
av varje odndlig decimalbraksutveckling. Exemplifiera genom att ange
en foljd av fem krympande intervall med rationella éndpunkter som
succesivt ger alltmer precis information om var talet 7 ligger.

Uppgift 6. Talet /5 ir ett irrationellt tal, det kan man visa med sam-
ma typ av bevis som visar att V/2 ir irrationellt. Vi ska nu bestdmma
borjan av decimalbraksutvecklingen av v/5. Forst konstaterar vi att
2 < /5 < 3 eftersom 4 < 5 < 9.

e Visa nu att 2.2 < /5 < 2.3.

e Bestdm genom prévning forst ett intervall av langd 1/100 som
innehaller /5, och sedan ett av lingd 1/1000 och slutligen ett
av langd 1/10000. Intervallen ska ha rationella &ndpunkter, och
varje intervall ska vara innehallet i de tidigare.

Anvind din réknare for berikningarna (men anvénd inte \/—knappen!).

e Ange ett ndrmevirde till V5.

Genom att forsédtta processen kan vi bestamma V5 med 6nskad nog-
grannhet.
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Kommentar. En matematiskt precis definition av vad ett icke-rationellt reellt
tal ar, kan goras genom att definiera icke-rationella tal som foljder av krympande
interval med rationella &ndpunkter, dér varje interval skall vara inneslutet i de
tidigare. I denna konstruktion &ar det vésentligt att man anvénder slutna interval,
dvs interval som innehaller sina &ndpunkter. Man maste ocksa beakta att det finns
manga olika foljder av interval som leder fram till ett och samma tal, vilket man
kan forsta till exempel genom att upprepa de konstruktioner vi har anvint ovan
men anvinda nagon annan bas dn bas tio.

3. RATIONELLA TAL AR PRECIS DE TAL SOM HAR ANDLIG ELLER
PERIODISK DECIMALUTVECKLING

Med periodisk utveckling menar vi att decimalutvecklingen efter ett
tag bestar av en upprepning av en viss foljd av decimaler, som t ex
0.333..., 1.023777... (dér vi tdnker oss att resten av utvecklingen
bestar av sjuor) eller 0.0236236236... (dér sekvensen 236 upprepas i
det odndliga).

Vi kan betrakta dndliga utvecklingar som periodiska genom att fylla
pa med en odndlig rad av nollor, t ex 0.57 = 0.57000.. ..

Ni ska nu bevisa att
rationella tal dr precis de tal som har dndlig eller peri-
odisk decimalutveckling.

Av detta foljer omedelbart ocksa att
wrrationella tal dr precis de tal som har odndlig icke-
periodisk decimalutveckling.

Observera hur logiken fungerar hér. Lat R vara pastaendet ”talet r &r
rationellt” och later P vara pastandet ”talet r har &ndlig eller periodsik
decimalbraksutveckling”.

e Det forsta pastaendet kan da formuleras
P < R,

och det andra pastaendet, som kan skrivas
-P < -R,

ar logiskt ekvivalent med det forsta pastandet, sa det racker att
bevisa det forsta pastaendet

e For att bevisa det forsta pastandet P <= R bevisar vi de tva
implikationerna P =—- R och R — P.

Uppgift 7. Visa forst att varje rationellt tal har en periodisk decimal-
braksutveckling (R = P):



e Bestam decimalbraksutvecklingen av nagra rationella tal, t ex

2 1

6 och = genom utfora divisionerna for hand tills du ser
monstret i decimalutvecklingen. Forklara varfor du kan vara
sdker pa att monstret kommer att upprepa sig.
Be din larare om hjilp om du har svart att genomféra divisioner-
na for hand pa ett bra sitt. Enklast ar att stdlla upp divisionen i
"trappan”.

e Forklara, utifran de exempel du just genomfort, varfor varje ra-
tionellt tal kommer att ha en periodisk decimalbraksutveckling.

Nista steg blir att bevisa det omvéinda pastaendet, dvs att varje perio-
disk decimalbraksutveckling representerar ett rationellt tal (P = R)
Borja med att studera talet r = 0.777.... Om vi multiplicerar talet
r med 10 far vi talet 10r = 7.777... och bildar vi sedan differensen
107 — r ser man att

10r —r=7777...=0777... <= 9r=7.000... <= r:g,

sa speciellt ar r ett rationellt tal.

Uppgift 8.
e Genomfor samma typ av resonemang for talet s = 1.343434 . ..
genom att bilda differensen 100s—s. (Varfor anvander vi faktorn
100 denna gang?)
e Forklara varfor denna typ av resonemang kan genomféras for
varje periodisk decimalbraksutveckling. Kan du formulera detta
generellt pa ett precist matematiskt sprak?

4. KAN ETT TAL HA TVA OLIKA DECIMALBRAKSUTVECKLINGAR?

Uppgift 9. Avgoér om 0.999... och 1.000... &r tva olika tal eller i
sjalva verket ett och samma tal skrivet pa tva olika sétt.

Kan du generalisera detta till andra par av decimalbraksutvecklingar?
5. ETT ANNAT SATT ATT SE ATT PERIODISKA UTVECKLINGAR
REPRESENTERAR RATIONELLA TAL

(Detta avsnitt forutsitter att du dr bekant med begreppet konvergent
geometrisk serie, och att du vet att summan av en sadan serie ges av

> a

g ag’ = , om|q| < 1.
l—gq

k=1
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Aterviind till detta avsnitt efter Forelisning 7 om du inte #ir bekant med
dessa begrepp.)

Lat oss ater ta talet 0.222... som exempel.

Att decimalbraksutveckla ett tal ar att uttrycka det i postionssystemet
med bas tio, sa per defintion géller att

2 2 2 > 1\"
0222 — =4+ = 4+ 2 4 ...=S"2([—]) .
10102 108 T Z(10)

2
Vi kénner igen hogerledet som en geometisk serie med forsta term 0
1
och kvot 10’ vars summa vi kan berdkna till

(L) S22 (L) & 2
10) w\1-%/ 2 9

k=1

Sa vi ser dven pa detta sitt att den periodiska decimalautvecklingen
0.222... representerar ett rationellt tal.

Uppgift 10. Genomfor samma typ av resonemang for talen 0.333. ..
och 0.151515....

I What is Mathematics? pa sidan 67 formuleras i generella termer hur
man pa detta vis bevisar att varje periodiskt decimalbrak representerar
ett rationellt tal.



