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DEL A

1. Betrakta funktionen f som ir definierad i omradet dir x + y? # 0 genom
2

Tz
f(xayaz) - x_i_yQ'
(a) Berikna gradienten V f(x,y, 2). (1p)
(b) Bestdm riktningsderivatan av f i punkten (2, 1, 1) i riktning mot punkten (4, —1, 2).
2p)
(c) Tvilken riktning vixer f snabbast i punkten (2,1, 1)? 1p)
Losningsforslag.
(a) Vi berdknar de pariella derivatorna
of  2xz(x+y?) —2%z-1 22+ 21y°2 T+ 2y°
- = = =TIz
Ox (z +y?)? (z +y?)? ( +y?)*
of  2y-2®z  2%yz
dy  (z+y?)? (v +y?)?
och
of  a®
0z  x+y?

Diérmed ges gradienten av

v%z + 2w’z 22y x?
\Y r,Y,z)= y )
Jes) ( (z+92)? ° (z+¢?)? fc+y2>
(b) For att fa riktningsderivatan behover vi ta skaldrprodukten med en enhetvektor i den
givna rikningen. En vektor i riktningen ges av (4 — 2, -1 — 1,2 — 1) = (2,-2,1)
som har lingd /22 + (—2)2 + 12 = /9 = 3. I punkten (2, 1, 1) far vi
22.142-2-12-1 2.2%2.1.1 22 ) B (8 8 4)

2,1,1) = - - - =
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Dérmed ges riktningsderivatan av skaldrprodukten

8§ 814 2 21 _16+16+4_16+16+12_44
9" 9’3 333) 21 21 9 27 o2t
(c) Funktionens riktningsderivata dr som storst 1 gradientens riktning, dvs i riktningen

som ges av vektorn
8 84
9" 9’3

eller av enhetsvektorn

ﬁw
J
\_/

Svar.
; 53 2 z42xy°2 z2yz x?
(a) Gradienten dr V f(x,y, z) = ( (;52?2 y (§+yy2)2, x+y2>
(b) Riktningsderivatan &r 44/27.

(c) Riktningsderivatan dr storst i riktningen (

2
) \/7

i
j!w/



SF1626 Flervariabelanalys — Losningsforslag till tentamen 2015-08-20 3

2. Betrakta vektorfiltet F' som ges av

F(z,y) = (:c—i— 2435 +y+5)
for (z,y) i R2.
(a) Vad innebir det att ett vektorfalt ar konservativt? 1p)
(b) Visa att vektorfiltet F dr konservativt. 1p)
(c) Anvind vetskapen att vektorféltet dr konservativt for att beridkna kurvintegralen

_ Y x
/WF-dr—/W<x+2—|—3> d:v+(2+y+5> dy

ddr ~y dr nagon slit kurva som borjar i (—2,0) och slutar i (—2, —4). 2p)

Losningsforslag.

(a) Att vektorfiltet dr konservativt betyder att alla linjeintegraler | o F - dr bara beror
pa start- och dndpunkt. Detta dr detsamma som att det finns en potential ® sa att
F=Vo.

(b) Ett sitt att se att filtet ar konservativt dr att hitta en potential, . For att hitta en
potential kan vi forst integrera F; med avseende p& x. Vi far di ®(z,y) = 22/2 +
zy/2 + 3z + C(y). Nér vi deriverar med avseende pa y far vi %_(5 =z/2+ C'(y).
Dirmed kan vi vilja C(y) = y*/2 + 5y och har d& hittat en potiential ®(z,y) =
(22 + 2y + 4?) /2 + 32 + by. Alltsa ér filtet konservativt.

Alternativt ser vi pa
oF, 0F; 1

1
= ~ =0
ox dy 2 2
och eftersom F &r definierad pa ett enkelt ssmmanhéngande omrade innebér det att F
ar konservativt.
(c) I och med att filtet dr konservativt med potentialen ¢ kan vi beridkna kurvintegralen

som
/F-dr:/<x+%—|—3> dr + (§+y—|—5) dyz@(mhyﬁ—@(?ﬁo’yo)-
Y Y

I vart fall 4r (xo, yo) = (—2,0) och (z1,y1) = (=2, —4) vilket ger

(—
(I)(levy1>_q)(x07y0) :(I)( ) 4) q)( 2 O)
= (((=2*+ (- )(—4)+( 4)%)/2 +3(=2) + 5(—4))
—(((=2)2+ (=2)- 0+ 0% /2+3(=2) +5-0)
=(4+8+16)/2—6—-20—(44+0+0)/2—(—6)—0
—14—6—-20—2+6= 8.

Vi kan ocksa ersitta v med en rit linje mellan start- och dndpunkt. Vi far da exem-
pelvis parametriseringen r(t) = (—2,—4t) da < t < 1 vilket ger dr = r/(¢)dt =
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(0, —4) dt och kurvintegralen blir

1 1
/F-dr:/ —4(—2/2—4t+5)dt=/ 16t — 16 dt = [8t2—16t};:—8.
ol 0 0

Svar.
(a) Att F dr konservativt betyder att det finns en potential ® med F = V.
(c) Kurvintegralens virde dr —8.
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3. Betrakta den homogena kropp K som ges av olikheterna
4y <z<L1.

For att bestimma masscentrum for & behdver man bland annat berdkna integralen

I, = /// zdxdydz.
K

(a) Hur beridknas masscentrum for K ? (1p)
(b) Berikna integralen I,. 3 p)
Losningsforslag.

(a) For att berikna masscentrum behover vi berdkna volymen

V:/// 1dxdydz
K

och de bada andra momentintegralerna

I, —/// rdxdydz och I, = /// ydxdydz.
K K

Masscentrum ges sedan av (I,,/V,1,/V,1,/V).
(b) Vi anvinder cylinderkoordinater (x,y, z) = (rcosf,rsinf, z) och har da dzdydz =
rdrdfdz. Darmed ges integralen av

L. z///zdmdde—/ //z?“dzdrde_/ /{ZT} o
- (5 w5 - (5o ) -5

(a) Masscentrum ges av (1,/V,I,/V,I./V) dir V = [[[. 1dxdydz i&r volymen och

I, = fffodxdydz och I, = ffnydxdydz.
®) L=%




SF1626 Flervariabelanalys — Losningsforslag till tentamen 2015-08-20

DEL B

4. Beriikna storsta och minsta virdet av funktionen f(z,y) = z%y pa omradet som ges av
olikheten 322 + 2y* < 6. 4 p)

Losningsforslag. Funktionen f dr kontinuerlig i och med att den ges av ett polynom. Dirfor
antar den ett storsta och ett minsta virde pa det kompakta omrade som ges av ellipsskivan
322 + 2y < 6.

Vi undersoker forst om det finns nagra stationdra punkter for f. Gradienten ges av
Vf(z,y) = (2xy,x?) och denna ir noll precis di z = 0. Alltsé finns stationdra punkter
pa y-axeln och dér &r funktionsvérdet f(0,y) = 0. Det finns inga punkter dir gradienten
inte dr definierad.

Vi anvinder sedan Lagranges metod for att undersdka randpunkterna, dvs de punkter
som uppfyller bivillkoret g(x,y) = 0 dir g(z,y) = 3z% + 2y*> — 6 = 0. Vid en lokal
extrempunkt pa randen maste gradienten for f vara parallell med gradienten for g. Vi har
att Vg(z,y) = (6x,4y) och dirmed far vi ekvationssystemet

2ry = Mbx
2 = My
3x2+2y° = 6
Vi kan bortse fran fallet d& = 0 som vi redan behandlat och vi fir dé att A = 2%/ (4y) =
(2y)/6 och dirmed 3z% = 4y>. Insatt i bivillkoret ger det 4y + 2y*> = 6, dvs y*> =
1. Dirmed ges losningarna av y = +1 och + = 42/+/3. Vid dessa punkter har vi
f(£2/V/3,£1) = £4/3.
Eftersom virdet for f i de stationdra punkterna ligger mellan dessa bada virden har vi
hittat funktionens storsta och minsta virde pa randen och dessa idr 4/3, respektive —4/3.

Svar. Funktionens storsta virde ar f(£2/+/3, 1) = 4/3 och dess minsta virde &r f(+2/v/3, —1) =
—4/3.
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5. De differentierbara funktionerna f(x,y) och g(r, 6) dr relaterade genom
g(r,0) = f(rcosf,rsind).
V1 vet att
99 (2,3) _ V3w % (2,5) _9.
or 3 2 00 3
Anvind kedjeregeln for att berdkna

of of
%(1,\@) och 6—y(1,\/§).

(Det ir anvindbart att kiinna till att cos(7/3) = 1/2 och sin(7/3) = v/3/2.) 4 p)

Losningsforslag. Funktionen g ges som en sammansittning av f och ¢ diar ®(r,0) =
(r cos 6, rsin ). Kedjeregeln formulerad for Jacobimatriserna ger dirmed Dg = D fD®
och om vi skriver ut det far vi

001 09y
[ 99 @] — |of 9f) |9 90
or 00 8z Oy 2 0% | -

or a6
I punkten (r,0) = (2,7/3) har vi ®(2,7/3) = (1,v/3) och
cosf —rsinf

D@:Ling rcose} = D@(Q,w/g):“é% _ﬂ.

Vi kan invertera denna och eftersom determinanten ir » = 2 far vi

o Y -3k 1

och
DIV = Dot/ ez = [ o] 5[ s W] = [-248 3.
Dérmed ar

g—iu, V3)=-2v3 och g—;(l, V3) =3.
Vi kan ocksa skriva upp kedjeregeln som
dg Of0ox 0Of 0y
ar _azor  ayor
Vi behover ddarmed 16sa ekvationssystemet

09 _0for  ofdy

h 9_4or 99
N 90 " vro0 " oy o0

g
o of

of 1 + of
AR
a5 (_\/5) + 3
vilket med Gausselimination ger samma 16sning som ovan.

Svar. 9L(1,/3) = —2v/3 och 3L(1,/3) = 3.
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6. Betrakta flodet av vektorfiltet v

v(z,y,2) = (v +y,y, 22y + 2 + 3)

upp genom den del av ytan z = 1 — 22 — 3? som ligger ovanfor zy-planet.

(a) Parametrisera ytan. 1p)

(b) Stéll upp integralen som berdknar flodet av v med hjélp av parametriseringen fran del

(6a). 2p)

(c) Berikna flodet av v med hjilp av integralen fran del (6b). 1p)
Losningsforslag.

(a) Vi kan vilja x och y som parametrar och far da ytan som r(z,y) = (z,y,1 —

x? — y?) dir 2% + y* < 1. Ett annat alternativ dr poldra koordinater r(r,0) =

(rcos,rsinf, 1 —r?),dir0 <r <1loch0 <0 < 2.
(b) Om vi anvénder den forsta parametriseringen far vi en normalvektor som

Jdr  Or
a_x X a_x - (1707 _2‘1:) X (07 17 _2y) - (21’,23], 1)

Denna ir riktad upp genom ytan. Vi behover beridkna skaldrprodukten med féltet och
sedan integrera 6ver ytan. I och med att vi behover multiplicera och dividera med
langden av normalvektorn blir flodet

// 2x(m—|—y)+2y2—|—2my+(1—x2—y2)—|—3dmdy:// 22+ o* + 4wy + 4 dady
D D

dir D &r enhetscirkeln i xy-planet.
Med den andra parametriseringen far vi normalvektor

or X or _ (cos,sin @, —2r) x (—rsinf,rcosf,0) = (2r?cos 6, 2r*sin 0, r)

or 00
Flodet ges da av

2w 1
/ / 2r% cos O(r cos @ + rsin @) + 2r*sin @ - rsin @ 4+ r(2r? cos@sin @ + 1 — r + 3) drdf
o Jo

27 1
:/ / 3 4 dr + 43 cos O sin 0 drdo.
0 0

(c) Vi beriknar den forsta integralen genom dvergang till poldra koordinater

27 1
// 22 4+ y? + doy + ddady = / / (r* + 4r% cos Osin 0 + 4)rdrdf =
D o Jo

1

rd 9
21 |— +2r%| =2m- > ="
W{4+ 7’10 7r4

dér vi anvént att fo% sin f cos # df = 0. Om vi anvint den andra parametriseringen far
vi samma integral i poldra koordinater.
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Svar.
(a) Till exempel r(z,y) = (z,y, 1—2%—y?) dir 2?+y* < lellerr(r,0) = (rcosf,rsinf, 1—
r?),dir0 < <2roch0 <r <1.
(b) Flodet ges av integralen [ x* +y* + 4zy + 4 dedy dir D dr omradet 2° + 3% < 1
eller fOQW fol r3 + 4r + 473 cos O sin 0 drdf.
(c) Flodet upp genom ytan &r 97 /2.
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DEL C

7. Lat funktionen f(x,y) vara definierad for (z,y) # (0,0) genom

2
Ty
flz,y) = 2
Visa att f blir kontinuerlig i origo om vi definierar f(0,0) = 0. 4 p)

Losningsforslag. Att f dr kontinuerlig i origo betyder att f(0,0) dr lika med gransvirdet av
f(z,y) da (z,y) gar mot (0, 0). Om vi anvinder polira koordinater kan vi skriva g(r, 0) =
f(rcosf,rsinf) och vi har

(r cos @) (r sin 0)?

g(r,0) = o = rcosfsin? 6.
Eftersom |cos#sin?#| < 1-12 = 1 har vi att
lg(r, 0)] <

for alla (r, #). Darmed fér vi for varje € > 0 att f(z,y) dr mindre én € fran 0 for alla (z, y)
som ligger pa avstand mindre &n € fran origo. Alltsa har vi att

lim z,y) =0
(w,y)ﬁ‘(oﬂ)f( 2

och f blir kontinuerlig i origo om f(0,0) = 0.
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8. Bestdm den enkla, slutna, kontinuerligt deriverbara kurva C' for vilken kraftféltet
F(x,y) = (2*y +y° — 12y, 242 — 2° — 629°)

utrdttar det storsta arbetet, da en partikel forflyttas ett varv moturs lings C'. Ange ocksa
detta storsta arbete. 4 p)

Losningsforslag. Enligt Greens sats far vi att

[ [ (32-5)

dér D &r det omrade som innesluts av kurvan C. Vi kan anvénda satsen i och med att F dr
kontinuerligt deriverbart och C' 4r en kontinerligt deriverbar kurva.
I vart fall har vi
0 0P
9@ _OPN oy 52 2 a3y 412 = 36 — 42% — 02,
or Oy
Integralen av detta skaldrfalt blir som storst om vi integrerar 6ver hela det omrade dér det
4r icke-negativt, dvs dver hela ellipsen som ges av 422 + 9y? < 36. D4 blir integralens

virde
// (36 — 42 — 99?) dady

och vi kan anvinda variabelbytet (x,y) = (3rcosf,2rsind) dir0 <r < loch0 <6 <
2m. Detta ger Jacobianen

dot 3cosf —3rsiné
2sinf)  2rcosf

Diérmed blir integralens vérde

o ol 1
// (36 — 42* — 99?) dwdy = / / (36 — 3677) - 67 drdf = 27 - 36 - 6/ (r —r®)dr
D o Jo 0

1
7”2 7a4

=4327 - |— — —| =1 .
327 {2 4}0 087

} = 6r(cos® § + sin* ) = 6r.

Svar. Arbetet blir som storst for ellipsen 422 + 9y? = 36 genomldps moturs och da blir
arbetet 1087.
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9. Bestdm volymen av den kropp som ligger i omradet = > 0 och vars tvérsnitt med plan
parallella med xz-planet &r liksidiga trianglar med tva horn pa enhetscirkeln i zy-planet.

4 p)

Losningsforslag. Tvirsnittets sida beror pa y som s = 24/1 — y? och hojden ges av h =

V/3+/1 — 12. Didrmed ges tvirsnittsarean av %sh = +/3(1—y?). Vi integrerar tvirsnittsarean
over intervallet —1 < y < 1 och far volymen som

:/_11\/5(1—312)@: {y—yﬂll: (1—%)%‘—(—1—%1)\@:4—?.

Vi kan ocksa berikna detta genom att se pa begrinsningsytan som ges av grafen for

funktionen f(z,y) = (\/1 — y2 — |x|)v/3. Vi far volymen som

// 1—y—\x| \/_dxdy—/ / V1= 92— 2)V3dady
_/ QV_[\/ix—%Q}\/__ydy—/_llﬁ(l—gf)dy

och vi har da samma integral som ovan.

Svar. Volymen ir 41/3/3 volymsenheter.




