Augusti 31, 2015. Forelasning 1.
Tillampad linjar algebra
Innehallet:
e linjen R, planet R?, rummet R3, och vektor rummet R™.

e Matriser.
e punkter och vektorer i planet, rummet, och R".

1. Linjen, planet, rummet, och vektor rummet R".
e Lttt reell tal kallas ocksa for en skalar. Méangden av alla reella tal betecknas med
R och kallas for linjen.

e Ett par av reella tal betecknas med (a,b) eller Z , dar a och b ar reella tal.
Mangden av alla par av reella tal betecknas med R? och kallas for planet.
a
e Ett trippel av reella tal betecknas med (a,b,c) eller | b |, dar a, b, och ¢ ar reella
c
tal. Mangden av alla trippel av reella tal betecknas med R? och kallas for rummet.
T
x
e En sekvens av n reella tal betecknas med (xy, zg, - - - , x,,) eller _2 ydar xq, xo, ..., 2,
T3

ar reella tal. Mangden av alla n-sekvenser av reella tal betecknas med R™ och kallas
for vektor rummet av dimension n.

2. Matriser Foljande tabel av reella tal kallas for n x k matris (n &r antalet av rader
och k &r antalet av kolonner):

11 Q12 -+ Al
Q21 Q22 -+ Az
ap1 Ap2 - Ank

Till exempel:

1
e | 0 | ar 3 x 1 matris.
4
o[l 0 4}'8Lr1><3matris.
(11
e | 0 —1 | ar 3 x 2 matris.
4 3

3. Punkter och vektorer i planet. En punkt eller en vektor i planet ar bara ett

element av planet, dvs ett par av reella tal. Skillnad mellan en punkt och en vektor
1



2

ar geometrisk forestéllning. Vi forestiller en opunkt (a,b) i R? som en prick eller litet
kors i planet med koordinaterna (a,b). Punkten med koordinaterna (0,0) kallas for
origo och betecknas med O.

Vi tanker om en vektor v = [ Z 1 som en riktad strick mellan origo (0,0) och

punkten med koordinaterna (a, b). Vektor [ 0 } kallas for noll vektor i planet och ofta

0

betecknas med 0.
Vi ocksa anvander foljande notation:

o[

och kallar {¢7, &3} for standardbasen i R2.

— O

A1
I

1]

4. Punkter och vektorer i rummet. Liknade i rummet. En punkt eller en vektor
i rummet dr bara ett element av rummet, dvs ett trippel av reella tal. Skillnad mellan
a
en punkt A = (a, b, c) och en vektor ¥ = | b | &r geometrisk forestillning.
c
Vi tanker om en punkt som en punkt i R? och forestéller den som en prick eller litet
kors i rummet med koordinaterna (a, b, ¢). Punkten med koordinaterna (0, 0,0) kallas
for origo och betecknas med O.

a
Vi ténker om en vektor ¥ = | b | som en riktad strick mellan origo (0,0,0) och
c
0
punkten med koordinaterna (a,b,c). Vektor | 0 | kallas for noll vektor i rummet och
0
betecknas med 0.
Vi ocksa anvénder féljande notation:
1 0 0
e1=10 ea= | 1 es=10
0 0 1

och kallar {7, €3, €3} for standardbasen i R3.

5. Punkter och vektorer i R". En punkt eller en vektor i vektor rummet R™ ar
bara ett element i R", dvs en sekvens av n-reella tal. En punkt i R” betecknas med
P = (z1,--- ,x,). Punkt (0,...,0) kallas for origo och betecknas med O. An vektor i



T 0
R"™ betecknas med v = © |. Vektor | : [ kallas for noll vektor i R™ och betecknas
Tn 0
med 0.
Vi ocksa anvander foljande notation:

o

€1 (1) > (1) 5 O
1= : €2 = . €n = 0
0 0 1
och kallar {€7,é5,...,¢€,} for standardbasen i R™.

6. Operationer med vektorer I. Vad kan vi gora med vektorer?

o ’Vi kan ta langden av en vektor. ‘ Langden av ¢, betecknas med ||¢/]|. Léngden
kan beraknas med hjalp av Pythagorean sats som ger:
2
L31-

-1 R% Lat 7 = {Z} [|17]] == va?+b2. Till exempel

VITFT = V5.

—iR3. Latov=|b

c
2
17| := va? + b% 4 2. Till exempel -1 =V4+1+9=+V14.
3
U1
v
iR Latv=| . ||| = o vt o
Un
En vektor som har langden 1 kallas for enhetsvektor. Till exempel (1) ,
[0 > = cos(av) L 0
0 ], { ‘f 1, [ f ], { in(a) } ar enhetsvektorer i planet,och | 0 |, | 1 [,
I 7 7 sin(a 0 0
-1 -1 -
0 7 \{g
0|, 0 |, | o5 | ar enhetsvektorer i rummet.
1 1
! vz e

* Noll vektorn har langden 0.
e | Vi kan multiplicera en vektor med ett reell tal. | Lat \ vara ett reell tal.




2 fal [ Xa
wafe]-]%)
[« \a
—iR3%. AN| b | =X
| ¢ e
_1’1 )\131
T AT
iR AT =]
L T ATy,
1 _9 1 -3
Till exempel,Z[ 4 }:[ 3 },—3 2 =| —6

Miérka ocksa att 0w = 0.
Mérka att om ¢ # 0, da ﬁﬁ ar en enhetsvektor (vektor av langden 1).

Hur kan vi forestélla vektor —o'? Rita vektor ¢. Vektor —¢ &r den vektor
som ligger pa samma linjen som ¢, har samma langden som ¢’ men har motsatt

riktning.
e Tva vektorer ¥ och w kallas for parallella om det finns ett skalar \ sa att
AU = 0.
. . [ 2 8.9 .
7. Uppgift. e Undersoka om vektorer | = 4 och 6 |1 R* ar parallella.
1 [ -3
e Undersoka om vektorer 3 och | —9 | R? ar parallella.
-1 -3

8. Uppgift. Bestam alla virde pa a so att { 2a_3 1 } ar parallell till { 148 1

9. Operationer med vektorer II.

e | Vi kan addera tva vektorer. |
—iW.Lﬁﬁ_[m}mhw_{m}lﬁﬁ+w—[m+wﬁ.WMm
Vg Wy Uz + Wo
forestalla vektor v+  pa foljande satt. Rita parallellogram med vektorer
v och w som tva sidor. Da v + w ar diagonalen av den parallellogram.

U1 w1 U1 + w1
— iR Lat T = | vy | och@W = | wy |. DA T+ W = | v9 4wy
V3 w3 VU3 + w3

Vi har samma geometrisk forestallning av vektor addition i rummet. Rita
parallellogram med vektorer ¢ och @ som tva sidor. Da ¢+ ar diagonalen
av den parallellogram.



U1 w1 U1 + Wy

) ol o U2 S wWo R, Vg + W2
—i1R". Latv= . och w = . .Dav+w = .
. ’Vi kan subtrahera tva vektorer. ‘
. 0, — U1 - w1 o — - V1 — W
—iR% Latv= och W = .DaAT— = .
(%) Ws Vo — Wy
U1 wy U1 — w1
*iRg. Lat v = (%) och W = Wa .Dav—w= V2 — W2
Vs Ws V3 — Ws
[ vy w1y U1 — w1
. o, — Cp) . W2 . o Vg — W2
—1R". Latv= . och w = . .Dav—w=
Un Wr, Up — Wy

Hur kan vi forestélla vektorn v — w? Vi kan gora detta pa tva satt:

— Hitta vektor —w. Rita parallellogram med sidorna ¢ och —w. Diagonalen
av parallellogramet forestéller v — .

— Marka att (¢ — @) + @ = ¢. Det betyder att vi kan forestélla ¢ — @ pa
foljande satt. Rita parallellogram med en sida w och diagonalen . Den
andra sidan av parallellogramet forestaller v — .

10. Proposition. Langden har foljande egenskaper:

e ||7]] > 0 och ||9]| = 0 om och endast om 7 =0.
o M= Al
o |[v+ || < [[d]] + |u]].

1 1
Till exempel, [[—2 | 2 =2 2 =2v1+4+9 =214
-3 -3
1 -1 0
2 | +1 0 = 2 =v4+49 =53
-3 —4 -7
1 -1
2 + 0 =V1+4+9+V1+16=V14+ V17
-3 —4
Altsa:
Vb3 < V14 + V17
11. Lat oy, vs,..., U, vara vektorer och Ai,\o,..., A\, vara reella tal. Uttryck:

MU+ AT + -+ - + AU,
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kallas for en linjar kombination av vektorer oy, ¥s,. .., ¥, med koefficienter A\;,\o,. ..,
An.
1 0 2
12. Uppgift. Bestam linear kombination av | 2 |, | —1 |, | 0 | med koefficien-
3 3 3

terna —1, 0.5, och 1/3.

13. Uppgift. Ar det sant att all vektorer i R® kan skrivas som linear kombination av
vektorer e, ey, och es i den standardbasen av R3?

14. Operationer med punkter. Vad kan vi gora med punkter?

e | Vektorn mellan tva punkter.| Om P = (p1,p2,...,pn) och Q = (1,92, -, Gn)

ar punkter i R", kan vi bygga en vektor P@ som har koordinaterna P@ =

@1 — D1
42 — P2 . . . =~ . .. v

_ . Ibland forestaller vi vektorn P som en riktad striack som borjar
qn — Pn

i P och slutar i (). Vi sager att P_Q ar vektorn fran P till Q.
Mirka att PQ = —QP.
VIKTIG: vi kan inte addera eller subtrahera punkter, eller multiplicera en
punkt med ett tal. Vi kan bra ta vektor fran en punkt till en annan punkt.
. ’Vi kan berdkna avstandet mellan tva punkter.‘ Avstandet mellan punkter P

och @ ar definierat som langden av vektor Q_P Till exempel avstandet mellan

(2,4) och (—1,3) &r /(=1 —2)2 + (3 — 4)2 = V/10.

15. Uppgift. Hitta koordinaterna av vektor fran punkt (1,0,—1) till (0, —2,—5) och
berdkna avstandet mellan punkterna.

16. Operationer med punkter och vektorer.

e | Vi kan addera en vektor till en punkt och fa en punkt. ‘

— iR?%. Lat P = (py1, p2) vara en punkt och o = {Zl] vara en vektor i planet.
2

Vi definierar P 4 ¢ som en punkt i planet med koordinaterna:
P+ 7= (p1 + v1,p2 + v2).

Vi kan forestélla punkten P+ pa foljande satt: flytta punkten P i riktning
av vektor v.

Till exempel om P = (1,—3) och ¢ = [
koordinaterna P 4+ v = (—1,1)

4 ] da P + v ar en punkt som har



U1
— iR3. Likadana i rummet. Lat P = (p;, po, p3) vara en punkt och @ = | vy
U3
vara en vektor i rummet. Vi definierar P + ¢ som en punkt i rummet med
koordinaterna:

P—i—"[_f): (pl +Ulap2 + U2, P3 +U3)‘

Vi kan forestélla punkten P+ pa foljande satt: flytta punkten P iriktning

av vektor v.
U1

—iR". Lat P = (p1,...,p,) vara en punkt och ¥ = | : | vara en vektor i
Un,
R™. Vi definierar P 4 v som en punkt i R™ med koordinaterna:
P+3=(p14vi,...,pn+ vn).

Mirka att P + PQ = Q.



