Digital Design 1E1204

F2 : Logiska Grindar och
Kretsar, Boolesk Algebra

willram@kth.se

William Sandgvist william@kth.se



IE1204 Digital Design

Booles algebra, Grindar

MOS-teknologi, minimering

F3 F4

Fs = re | o2 | Aritmetik
O3 > KK1 LABI
F7 |- o4 Multiplexor
F8& = F9 P O5 KK2 LAB2
Fio | Fu - o6 —>| KK3 LAB3
Fi2 | o7 | F13

08 —)I F14 >| tentamen

Kombinatoriska kretsar

Laskretsar, vippor, FSM
FSM, VHDL introduktion
Asynkron FSM

Minnen

Forelasningar och évningar bygger pa varandra! Ta alltid igen det Du missat!
Las pa i forvag — delta i undervisningen — arbeta igenom materialet efterat!
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Detta har hant ...

Talsystem: Decimala, hexadecimala, oktala, binéra

(175,5),, = (AE.8),. = (256.4), = (10101110.1),
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Switch

Sluten

Q
Q

En switch har tva lagen
_ Sluten/Till (Closed/On) Oppen —o o—

— Oppen/Fran (Open/Off) x =9

Symbol —{s ——
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Implementering av logiska
funktioner

Switchen kan anvandas for att
Implentera logiska funktioner

S

Power L |
supply T X

Light

L(x) &r en logisk funktion L(x):{o Light Oft

. . 1 LightOn
X ar en logisk variabel :
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Operation AND (OCH)

AND-operationen (e) uppnas genom
switchar som kopplas i serie

Light

L(%0 %) =% - X,
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Operation OR (ELLER)

OR-operationen (+) uppnas genom
switchar som kopplas parallellt

Power —1—
supply T S

L(X,,X,) =X +X,
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Operation NOT (ICKE)

NOT-funktionen inverterar det logiska
vardet R

Power —|—
supply x— S Light

L(X) =X
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Sanningstabell

En logisk funktion kan ocksa beskrivas
genom en sanningstabell (truth table)

X1 V2 || X1 X2 | X+,
0 0 0 0
0 1 0 ]
1 0 0
1 1 ]
AND OR

1 star for sann (true)

O star for falsk (false)
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Logiska grindar
AND-grinden (OCH)

IEC Symbol
(International Electrotechnical Commission)

0 0 0 & vy

0 1 0 B

1 0 0

1 1 1 Traditional (American) Symbol
Y=A-B A

Y
B
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Logiska grindar
OR-grinden (ELLER)

IEC Symbol
(International Electrotechnical Commission)

A B Y| A—

B —

=1 Y

_ = O O
B P = O

0
1
0 Traditional (American) Symbol
1 \ ‘
A —
Y=A+B Y

.
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Logiska grindar
Inverterare NOT (ICKE)

IEC Symbol
(International Electrotechnical Commission)

Inverterare
(Inverter)
A— 1 p—Y
0 1 Traditional (American) Symbol
1 0
Y=A A —— Y
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Vilken funktion har grindnatet?

X, [>o A
X, —! B

f
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Tidsdiagram
X, {>c A

X, — °

orr OFr OFr OPFr OB

— Time
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Sanningstabell

X, [>o A
X, —! B

X, X, | F(X,X) Al B
0 0 1 110
0 1 1 110
1 O 0 0|0
1 1 1 0| 1

William Sandgvist william@kth.se




Flera grindnat kan implementera

samma funktion!
X, >o— A f
a)
e 1 °
f =X+ X, X,
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Flera grindnat kan implementera
samma funktion!

X, Dx——/\

f f=g
L f
X, X g
& B 0 01 1
f=X1-I-X1' X, o 110 o
1 0|1 1
by X >x—— 1 1|1 1
X, J
g=X+X,
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Boolesk algebra

o Eftersom flera grindnat kan implementera
samma funktion, sa vill man hitta den mest
kostnadseffektiva implementeringen

e Grindnaten kan bli mycket stora

e En matematisk bas behovs sa att
automatiseringen av grindnatsoptimering
kan genomforas med datorer

William Sandgvist william@kth.se



Booles algebra axiom

Axiom
(1a) : 0 (Ib) 1+1=1
(2a) 1-1=1 (2b) 04+0=0
(3a) 0-1=1-0= (3b) 1+0=0+4+1=1
(4a) Ifx=0,thenxz=1 | (4b) Ifx =1, thenT =0
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Venn-diagram

Venn-diagrammet kan anvandas for att
llustrera logiska operationer

@ L

Konstanten 717 Konstanten 70 Variabeln x . ~
Vanabeln x
Xy X+ ¥
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Venn-diagram

Venn-diagrammet kan anvandas for att
llustrera logiska operationer

@ &

X-y X-y+12
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Boolesk algebra
med Venn-diagram

1+A=1 [ + [ @ | = [
0A=0 b =
L

>
+
i
&
ol O O 0|0 0
0
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Booles algebra
enkla rakneregler

Med axiomen som bas kan man formulera
nya lagar (teorem)

Raknelagar
(ba) x-0=0 (5b) x+1=1
(6a) z-1=u=x (6b) x+0=x
(Ta) x-xz==x (7h) x+x=xX
(8a) xz-T=0 (8b) z+4+7x =
9a) T=u
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Dualitetsprincipen

Har man ett giltigt booleskt samband sa far man
ett annat giltigt samband om man samtidigt byter
—alla 0:or mot 1:0r och alla 1:or mot O:or
— alla AND mot OR och alla OR mot AND

L1 L2 | L1 X2 || X1 X2 | L1 T L2
0 0 0 1 1 1
0 1 0 1 0 1
I 0 0 0 1 1
1 1 1 0 0 0
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Boolesk algebra
Raknelagar med flera variabler

Raknelagar

(10a) x-y=y-x (10b) z+4+y=y+ux kommutativ
(11a) z-(y-2)=(x-y)- 2 (11b) x4+ (y + )= (r+y)+=2 associativ
(12a) z-(y+z2)=ax-y+ax-z| (12b) ax+y-z=(r+vy)- - (x+2) | distributiv
(13a) z4+zx-y==x (13b) x-(x+ y) = absorption
(lda) z-y+o-J=u (14b)  (r+y) - (x+7y) =2
(1ba) T-y=7T+7 (15b) x4+y=7-7 DeMorgan
(16a) x+T-y=x+y (16b) o - (TH+y)=x-y
(17a) ry+y-2+T-z (17b) (x+y) - (y+2) - (T+2) | consensus

= -Yy+7T-2 =(r+vy) - T+=2)
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Exempel

Bevisa konsensuslagen (17a)
— med Venn-diagram (se 0vning 1)
— med algebraisk manipulation
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Bevis av en av konsensuslagarna

17a) X-Y+X-Z2=X-y+Y-Z+X-Z

X-Y+Yy-z2+X-z (hoger led)
= X-Y(Z+2)+(X+X)-y-2+X-(Yy+Y)-Z
= X-Y-Z+X-Y-Z+X-Y-Z+X-Y-2+X-y-Z+X-Y-Z
= X-Y-Z+X-Y-Z+X-Y-Z+X-Y-Z
= X-Y-(Z4+Z)+X-2-(y+-Y)
= X-Yy+X-z (=vansterled)
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Notationsalternativ

Olika forfattare anvander olika notationer!

v, e, Jx, o

X
r-y xTY,xNY
X
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Analys och Syntes

Syntes

— Konstruktion av ett grindnatverk som
Implementerar en given logisk funktion

Analys

— Framtagandet av den logiska funktionen
for ett existerande grindnatverk
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Hur kan foljande sanningstabell
Implementeras med logiska grindar?

r1 x2 || f(x1,22)

——_= O O
—~ O = O
—_ O = =
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( Varfor denna sanningstabell? )

Tryck Kran
.ﬁ pa/av 1/0 Gppen/stangd 1/0

|

I L2 f(ilflaii?:z)

Grunka/grej ...

0 0 1 OK O
0 1 1 OK ©
1 0 0 efOK @
J 11 1 OK ©O

Vild gissning:
Varna for tryck pa samtidigt som kran stéangd.
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Hur kan foljande sanningstabell
Implementeras med logiska grindar?

r1 x2 || f(z1,22)
0 0 1
1. Ta fram den
0 1 @ logiska
1 0 funktionen.
1 1 (D
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Hur kan foljande sanningstabell
Implementeras med logiska grindar?

2. GOr en direkt implementering av den logiska funktionen.

f <XX, @@

O
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Hur kan foljande sanningstabell
Implementeras med logiska grindar?

2. (Battre) Minimera den logiska funktionen

f = X, X, + X, X, + X, X,
= XX, + XX, + XX, + X;X, Laggtill redundant term X;x., (7b)
= X (X, +X,)+ (X, + X)X, Distribution (12a)
= X.-1+1 X, (8b)
= X, + X,
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Hur kan foljande sanningstabell
Implementeras med logiska grindar?

3. Implementera den minimerade funktionen

Mycket enklare implementering!
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Diskussion: Algebraisk manipulering

e Algebraisk manipulering av logiska
uttryck kan leda till effektiva
Implementeringar

e Men: FOr storre natverk kan det bl
mycket svart att identifiera méjliga
optimeringar

Vi behover en metod som fungerar for alla
kombinatoriska natverk!
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Mintermer och Maxtermer

e En minterm ar en produktterm for en
logisk funktion dar alla variabler av den
logiska funktionen maste vara
representerade

e ENn maxterm ar en summaterm for en
logisk funktion dar alla variabler av den
logiska funktionen maste vara
representerade
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Mintermer och Maxtermer

Row =1 =0
number | 1 x5 I3 Minterm Maxterm
0 0 0 0 mop — Tlfgfg MO = I + T2 + I3
1 0 0 1 mq = Tlfgxg M1 =T + T + fg
2 0 1 0 meo — f1£€2§3 M2 = I —|—TQ —+ T3
3 0 1 1 ms — Tlﬂfgﬂjg M3 = I —|—§2 -+ Tg
4 1 0 0 mnmyq4 — 331T2T3 M4 =T + T2 + I3
5 1 0 1 mys — 331T2£B3 M5 =T + xo + Tg
6 1 1 0 mMe — X193 M6 =1 +To + T3
7 1 1 1 m — X1L2I3 M7 — fl —|—T2 + Tg
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Introduktion SP och PS

Foljande logisk funktion
ska beskrivas med ett booleskt uttryck

Row
number | x1 x2 x3 || f(x1,22,23)

IO Ot i O N = O
— - O O O O
_ = OO O = OO
—_ O = O = O -=O
O =M= OO O
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X
|

Sum of Products SP (SOP)

Row
number | x1 x2 x3 || f(x1,22,23)

0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 m,
2 0 1 0 0
3 0 1 1 0
4 1 0 0 1 my
5 1 0 1 1 Mg
6 1 1 0 1 Mg
7 1 1 1 0

X, X5 + X, X, X5 4+ X, X, X5 + X, X, Xy = Zm(], 4,5,6)
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Sum - of - Products

En summa av produkter (sum-of-products) ar en
logisk funktion f som bildas genom att summera
produkttermerna sa att f blir 1 om en av produkt-
termerna blir 1.
- Foljande forkortningar anvands SOP
(engelska) och SP (svenska)

| SOP-normalformen ar alla produkttermer
mintermer
- Det benamns aven som disjunktiv normalform
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Products - of - Sums

Row
number | x1 x2 x3 || f(x1,22,23)
0 0 0 0 0 M,
1 0 0 1 1
y 0 1 0 0 M,
3 0o 1 1 0 M,
4 1 0 0 1
5 1 0 1 1
6 1 1 0 1
7 11 1 0 M,

f=(X X +X) (X +X +X)- (X, +%,+%X)- (X, +X, +X,) :HM (0,2,3,7)
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Products - of - Sums

En produkt av summor (product-of-sums) ar en
logisk funktion f som bildas genom en produkt
av summatermerna sa att f blir 0 om en av

sumtermer blir 0.
- Foljande forkortningar anvands POS

(engelska) och PS (svenska)
| POS-normalformen ar alla sumtermer

maxtermer
- Det benamns aven som konjunktiv

normalform
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Dualitet mellan Mintermer och
Maxtermer och mellan SP och PS

e Till varje minterm finns det en motsvarande
maxterm f=m=M

M, =M, =X X,- X; = X1+ X2+ X3 = X, + X, + X,
(mha DeMorgan 15a)

e Till varje SP finns det en motsvarande PS

f=> m@4,56)=][M(0,237)
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Logiska grindar NAND-grinden

IEC Symbol
-- (International Electrotechnical Commission)
0 0 1 A —
0 1 1 & P Y
B —
1 0 1
1 1 J Traditional (American) Symbol
Y — y B A ——

Y
B —

William Sandgvist william@kth.se



Logiska grindar NOR-grinden

IEC Symbol
(International Electrotechnical Commission)

0 o0 1
0 1 O
1 0 0
1 1 0
Y=A+B

A_

B

-

B

=

1

b— Y

Traditional (American) Symbol

2
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Bara en typ av grind behovs!

FOr att implementera en boolesk funktion behovs det
bara NAND- eller NOR-grindar

NOT —> -

>

Z

O
L’_J

1

B

1]

>
1

1]

N
=
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Xq
X2

DeMorgans teorem - bubbelgrindar

T e

0 —>o
Xz%ﬁ[}@

En NAND ar en
bubbel-OR

(a) X1X2 - X1+X2

) O <=

(DeMorgan (15a))

w —>0—
=D

En NOR ar en
bubbel-AND

() X3 + Xy = X1X3

(DeMorgan (15b))
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X1
X2

hY

Inverterade ingangar

By

X1
Xy —Q



Inverterare med NAND

A_>Y ] P

Y =A=A-A
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AND-grind med NAND-grindar

A
Y
B ) Y=A-B=A-B
— Y
B —
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-

B

OR-grind med NAND-grindar

}

>L
z B

}

)

Y=A+B=A+B=A-B=A-A-B-B
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Logiska funktioner med bara NAND

D e
X3 7] X3 T 1|
=D :
X — X —
S S}

AND-OR funktion

ﬁ BubbelOR
X3
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Universella mangder av grindar

En mangd (eng. set) av grindar kallas
universell eller komplett om alla
kombinatoriska system kan beskrivas mha
detta set.

Exempel pa universella grind-mangder:
{AND, OR, NOT} -> (DeMorgan) -> {AND,NOT} -> {NAND}

{OR, AND, NOT?} -> (DeMorgan) -> {OR,NOT} -> {NOR}
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Logiska grindar XOR-grinden

Exklusivt ELLER ~ !EC Symbol | .
(International Electrotechnical Commission)

A B Y| A—

0 0 0 — 1 Y
0 1 1 B
1 0 1 Traditional (American) Symbol
1 1 0)
— A
Y=AD®B=A-B+A-B Y

>
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Logiska grindar XNOR-grinden

IEC Symbol
(International Electrotechnical Commission)

A B Y| S

B

b— Y

Traditional (American) Symbol

i

Y=A@®B=A-B+A-B Y

>
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b O O Bk
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Exempel: Trevags ljuskontroll

Brown/Vranesic: 2.8.1

Antag att vi beh6ver kunna coo- -
tanda/slacka vardagsrummet (I)*s\

fran tre olika stallen. E_C‘)/B f
Kok 2?2

X,
Xg— - f
X3—
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Trevags ljuskontroll

X, X, X

Xl_
X5 | f 0O 0 O
Xs 7 0 0 1
Man ska alltid kunna andra 010
ljuset genom att andra en 0 1 1
valfri strombrytare. 1 0 0O
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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Trevags ljuskontroll

X, X, X3 | f

Xq___|

X, | o 00 0 0]0

2 f :

Xs 7] 0 ol 11
Man ska alltid kunna andra op 1T 071
ljuset genom att dndra en o 1 1
valfri strombrytare. ¥ 0 o0l1

0 1
1 O
1 1
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Trevags ljuskontroll

Xl X2 X3 f
Xy
X £ O 0 O0fO
X3— O 0 11/1
Man ska alltid kunna andra 0 1 9 1
ljuset genom att &ndra en 0 1 110
valfri strombrytare. 1 0 0|1
1 0 1
1 1 0
1 1 1
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Trevags ljuskontroll

X, X, X5 | f
Xy |

X5 | f 0O 0 0710
X3 0 0 11
Man ska alltid kunna andra 01 0]1
ljuset genom att dndra en 0 1 110
valfri strombrytare. 1 0 0l1

v
1 0O 11(0
1 I 0[O

1 1 1
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Trevags ljuskontroll

y X, X, X | f
Xy o 0 0 0f0
X3 0 0 111
Man ska alltid kunna andra 0 1 0]1
ljuset genom att dndra en 0 1 1/60
valfri strombrytare. 1 0 o0l1
Sanningstabellen stammer nu 1 0 110
med foérutsattningarna! 1 1 (3 0
1 1 111
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Trevags ljuskontroll

X, X, X3 | f
0 0 070
0 0 1]1
0 1 0]1
0 1 1|0
1 0 01
1 0 1]0
1 1 0]0
1 1 1)1

- f

X, |
M, X5

m, e

M f =) m@1247)=
MB

m,
M. eller
M, f=]]M(035,6)=

my

William Sandgvist william@kth.se

:(X1+X2-|—X3)-(X1+72+Y3)-(Y1+X2+73)-(Y1+72+X3)



‘" - Xy —
Trevags ljuskontroll x—

3

- f

f=> mL2,4,7) = XX,X; + XX, X5 + X, X, X5 + X X, X

-

T

T AAA ||

(a) Sum-of-products realization

William Sandgvist william@kth.se
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‘" - Xy —
Trevags ljuskontroll x— ——

3

f =] [M(0,35,6) = (X + X, +Xg) - (X + X, + X3) - (X + X, + %) - (X + X, + X3)
X3
- ==z
T YV Y

(b) Product-of-sums realization
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Sammanfattning

e |_ogiska funktioner kan beskrivas med
boolesk algebra
e Det finns logiska grindar for de vanliga
booleska funktioner
e En logisk funktion kan uttryckas och
skrivas om mha boolesk algebra till
- SOP-form (Summa av min-termery)
eller
- POS-form (Produkt av max-termer)
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