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Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2015
Uppgifter till 6vning 1

Algoritmanalys

Ordo Jamfor foljande par av funktioner med avseende pa hur dom vixer da n viaxer. Tala i varje
fall om ifall f(n) € B(g(n)), f(n) € O(g(n)) eller f(n) € Q(g(n)).

f(n) g9(n)
a) 100n + logn n + (logn)?
b) logn log n?
) e n(logn)?
d) (logn)losn @

) Vi (log n)®

f) n2n 3n
g) gvicen vn

Division I denna uppgift ska en divisionsalgoritm kallad trappdivision analyseras. S& har ser
trappdivision ut nér 721 delas med 64. (Den som &r van vid liggande stolen skriver istéillet
ndmnaren pa hogra sidan av téljaren.)

011
64 721
-0
7 2
-6 4
8 1
-6 4
17

Algoritmen bérjar med att kolla hur manga ganger 64 gar i 7, den mest signifikanta siffran
i 721. Eftersom 64 > 7 &r det 0 ganger. Vi har 0- 64 = 0 sa vi subtraherar 0 fran 7 och
far 7. Vi multiplicerar 7 med 10 (basen), flyttar ner nésta siffra i 721, namligen 2, och
fortsétter att dividera 72 med 64 for att fa nésta siffra i kvoten. Vi fortsétter pa detta sétt,
subtraherar antalet ganger 64 gar i varje tvasiffrigt tal, flyttar ner nésta siffra och slutar nér
alla heltalssiffror i kvoten har berdknats. Talet 17 langst ner &r divisionens rest.

Vi kan formulera detta i f6ljande algoritm dér vi berdknar ¢ = b/a dér a,b dr n-bitstal
(a=an—1an—2---ag, b =by_1b,_o---bg) i basen B. Lat x < y vara z vansterskiftat y steg.
For att det senare ska vara lattare att bevisa att algoritmen ar korrekt har ingangsvillkor,
utgangsvillkor och invarianter satts ut (gis igenom péa foreldsning 6).



Div(a,b,n) =
PRE: a > 0,b > 0, a och b lagras med n bitar.
POST: ga+r=0,0<r<a
r<0
fori<n—1 to0do
INV: (qnfl...qzurl) ca+r= (bn,l...biﬂ),() <r<a
re (r<l)+b; /x Byt till nésta siffra */

qd +0

a «0

while ¢/ +a <r do /x Hitta max ¢’ s& att ¢'a < r */
INV:ad =q¢a<r
a +—d+a
¢ «q+1

q<q

rer—a

return (g, r) /* kvot och rest x/

Vad &r tidskomplexiteten? Bor bitkostnad eller enhetskostnad anvindas?

Euklides algoritm Analysera Fuklides algoritm som hittar storsta gemensamma delaren mellan
tva heltal. Analysera bade med avseende pa enhetskostnad och bitkostnad och analysera
skillnaden. Euklides algoritm lyder pa foljande sétt, dér vi forutsdtter att a > b.

gcd(a, b)=
if b|a then
ged <— b
else
ged + ged(b, a mod b)

Potenser med upprepad kvadrering Foljande algoritm berdknar tvapotenser nér exponenten
sjalv ar en tvapotens.

Indata: m =27
Utdata: 2™
power(m) =
pow — 2
for 7 <+ 1 to logm do
POW 4— pow - Pow
return pow

Analysera denna algoritm béde med avseende pa enhetskostnad och bitkostnad och forklara
vilken kostnadsmodell som &r rimligast att anvinda.




Losningar

Losning till Ordo

a) Vi berdknar gransvirdet for kvoten mellan funktionerna.

lim f(n) — lim 100n +logn _ lim 100 + (logn)/n — 100,
n—oo g(n)  n—oo n+ (logn)®  nooo 14 (logn)?/n

Eftersom grénsvirdet dr en konstant drar vi slutsatsen att f(n) € ©(g(n)).
b) Vi noterar att logn? = 2logn, sa logn € O(logn?).

)
g(n) n(logn)*  (logn)* .
f(n)_nQ/logn_ " —0dan— co.

Darfor ar g(n) € O(f(n)) och f(n) € Q(g(n)).

d) Substituera m = logn och jamfor sedan fo(m) = m™ och ga(m) = 2™ /m:

g2(m) _ w/zgcgméo

falm)  m-mm™  m \m

d& n — oo. Darfor ar f(n) € Q(g(n)) och g(n) € O(f(n)).

e) Polynomiska funktioner vinner alltid 6ver polylogaritmiska. Darfor dr f(n) € Q(g(n)) och
g9(n) € O(f(n)).
Om man vill ha ett mer formellt bevis kan man anvinda lemmat som séger att for alla
konstanter ¢ > 0, @ > 1 och alla monotont vixande funktioner h(n) &r (h(n))¢ € O(a"™).
Om vi viljer h(n) = logn, ¢ = 5 och a = /2 sa far vi (logn)® € O(ﬂlogn) = O(v/n)
eftersom (21/2)logn = (21°g")1/2 =nl'/2,
f(n) _ n2"

f) Sy = s =N (%)n En exponentialfunktion som (2/3)" vinner alltid 6ver en polynomisk

funktion (som n), men lat oss bevisa det med 'Hopitals regel. Formulera forst om uttrycket:

n(2)" =n/(2)". Infor beteckningar for ndmnare och tiljare, r(n) = n och s(n) = (2) ",

3 3 3
s = () ()P

och derivera.
Vi kan anvanda I'Hépital eftersom r(n) — oo, s(n) — oo och s'(n) # 0.

o f ) ) (3)”
n1~>00 g(n) B n1~>oo s(n) B n1~>oo 3’(n) " ln (%) —0

och vi har visat att f(n) € O(g(n)).

g) /n € Q(2V™e™). Notera bara att \/n = 221957 och att lim,, . 2VI087—zlogn — (),




Losning till Division
Eftersom indata alltid bestar av tva tal men talens storlek kan variera, och eftersom tiden bara
beror pa talstorleken, s& maste rimligen bitkostnad anvéndas.

For-slingan géar n varv. I varje varv har vi ett konstant antal tilldelningar, jamforelser, additio-
ner och subtraktioner samt en while-slinga som gar hogst B varv (eftersom B &r basen och talet
B -a > r). Eftersom basen kan anses vara en konstant si innehéller varje varv i for-slingan ett
konstant antal operationer. Och eftersom all aritmetik gors med n-bitstal sa tar varje jamforelse,
addition och subtraktion tiden O(n). Totalt far vi n - ¢- O(n) = O(n?). m|

Losning till Euklides algoritm

Eftersom algoritmen &r rekursiv dr det inte uppenbart att den alltid tar slut (terminerar), s& vi
boérjar med att bevisa det. I termineringsbevis anvinder man oftast en potentialvariabel som har
en undre grans (till exempel noll) och vid varje anrop minskar med ett heltalssteg. I denna algoritm
kan vi anviinda a som potentialvariabel. Eftersom a alltid &r minst lika stor som b och algoritmen
terminerar sa fort a = b eller b = 1 sa har vi en undre gréns fér a och vi kan se att a minskar i
varje anrop. Antalet anrop beror tydligen pa parametrarnas storlek, sa 1at oss berdkna hur den
storsta parametern, a, minskar. Lat a; vara as virde i anrop nummer i i algoritmen.

Lemma 1 a;42 < a;/2.

BEVIs. Vi vet att a;yo = b;41 och b;y1 = a; mod b;, varfér a;y2 = a; mod b;. Anta nu att
ai+2 > a;/2. Detta innebédr att b; > a;/2, vilket ger en motségelse, eftersom a; = a; 12 + cb; >
a1/2—|—a1/2:a1 O

Med hjélp av lemmat kan vi visa att [loga;+2] < [log %] = [loga; —log2] = [loga;] — 1. Det
betyder att i vartannat anrop av funktionen minskas parametrarnas storlek med (minst) en bit.
Dérfor kan antalet anrop vara hogst 2[log a].

I varje rekursivt anrop gors bara en modulooperation och med enhetskostnad tar det konstant
tid. Darmed har vi kommit fram till att tidskomplexiteten dr 2[loga] = 2n € O(n).

Nér vi analyserar algoritmen med avseende pa bitkostnad maste vi vara noggrannare. En
division mellan tv n-bits heltal tar (som vi har sett) O(n?), och modulooperationen tar dirfor
O(n?). S& om vi gér O(n) anrop och varje anrop tar O(n?) sa blir den totala bitkomplexiteten
O(n?). Vilken kostnadsmodell som i#r biist beror pa om talen lagras i variabler av fix lingd eller
har dynamisk ldngd. ]

L6sning till Potenser med upprepad kvadrering
Slingan gar logm = n varv. Varje varv tar konstant tid med enhetskostnad. Komplexiteten blir
darfor O(n).

Om vi anvéinder bitkomplexitet maste vi understka vad varje multiplikation i slingan kostar. Vi
antar att kostnaden for att multiplicera ett [-bitstal med sig sjilv ir O(1%) (vilket &r en 6verdrift
— det finns snabbare sétt). I varv i var variabeln pow = pow; vérdet 22" s& varje multiplikation
kostar O((log pow;)?) = O((log2%")?) = O(2%"). Om vi summerar 6ver alla varv far vi

logm logm logm—1 4logm 1

D@ =c) d=dc Y 4= le—— ¢ o(4'°e™) = 0(4™).
i=1 =0

i=1

Algoritmen har alltsa linjar komplexitet med avseende pa enhetskostnad men exponentiell
komplexitet med avseende pa bitkostnad! Om talen lagras i variabler av fix lingd kommer man
snart att sla i taket. I praktiken behovs variabler av dynamisk storlek och bitkostnad passar darfor
bést. ]




Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2015
Uppgifter till 6vning 2

Datastrukturer och grafer

P& denna 6vning ar det ocksa inlAimning av skriftliga 16sningar av teoriuppgifterna till
labb 1 och muntlig redovisning av teoriuppgifterna. Teoriuppgifterna redovisas individuellt, till
skillnad fran labben som gors i par.

Samsortering Beskriv en algoritm som samsorterar k stycken var for sig sorterade listor i tid
O(nlogk) dar n &r det totala antalet element.

Datastruktur med max och min Konstruera en datastruktur som har féljande operationer
och komplexitet:

e insert(x) (insdttning av ett element) tar tid O(logn),

deletemin() (borttagning av det minsta elementet) tar tid O(logn),

deletemax () (borttagning av det storsta elementet) tar tid O(logn),

findmin() (returnerar minsta elementet) tar tid O(1),

findmax () (returnerar storsta elementet) tar tid O(1).

n ar antalet element som for nérvarande finns lagrade. Du far anta att man kan jamfora tva
element och ta reda pa vilket som &r storst i tid O(1).

Bloomfilter med borttagning Det finns bara tva tillatna operationer pé ett vanligt Bloomfil-
ter: Insert och IsIn. Hur kan man modifiera datastrukturen sa att den ockséa tillater opera-
tionen Remove, som inte far ta ldngre tid &n Insert?

Suffixregeluppslagning i Stava Stava har cirka 1000 suffixregler av typen
-orna < -a, -an, -or

Nér ett ord som dockorna ska kontrolleras kommer Stava att i tur och ordning gé igenom
alla suffix efter den forsta stavelsen, det vill sdga -¢, -a, -na, -rna, -orna, -korna, -ckorna.
Hur ska suffixreglerna lagras for att det ska ga snabbt att sla upp suffixen?

Grafs6kning Gor en DFS- och en BFS-genomgang av f6ljande graf. Starta i hornet s och numrera

hoérnen i den ordning dom besoks.

e



Topologisk sortering av DAG En DAG &r en riktad acyklisk graf. En topologisk sortering av
en san graf &r en numrering av hérnen sa att alla kanter gar fran ett horn med lagre nummer
till ett horn med hégre nummer.

Modifiera den vanliga djupetforstsokningsalgoritmen sa att den konstruerar en topologisk
sortering av grafen i linjar tid.

Klick En klick (eng. clique) i en oriktad graf r en méangd hérn dér varje par av hérn har en kant
mellan sig. Ett viktigt problem i datalogin &r problemet att hitta den storsta klicken i en
graf.

Ett annat mycket omtalat problem &r problemet att hitta den stérsta oberoende mdngden i
en graf. En oberoende méingd (eng. independent set) dr en mingd hérn som inte har nagon
kant alls mellan sig.

Dessa bada problem &r sa lika varandra att om man har en algoritm som givet en graf hittar
den storsta klicken s& kan man utnyttja den algoritmen i en for 6vrigt mycket enkel algoritm
som givet en graf hittar den stérsta oberoende méngden. Visa dettal

Kantmatrisprodukt P4 foreldsningen beskrevs hur en riktad graf G = (V| E) representeras
som en kantmatris B (eng. incidence matrix) av storlek |V| x |E|. Beskriv vad elementen i
matrisen BBT representerar (dir BT dr B transponerad).

Bipartithet Beskriv och analysera en algoritm som avgér om en graf ar bipartit. Tidskomplexi-
teten for algoritmen ska vara linjéar i antalet kanter och antalet horn i grafen.




Losningar och ledningar

Ledning till Samsortering

Metod 1: Anvénd en heap dér ett element fran varje lista finns med och dar det minsta elementet
ligger i roten. Varje heapoperation tar O(log k) och det gors n inséttningar i och n borttagningar
ur heapen.

Metod 2: Samsortera listorna parvis. Nu finns det bara k/2 sorterade listor. Samsortera dessa
listor parvis, och sa vidare. Efter log k£ samsorteringsomgangar finns det bara en lista kvar. Varje
samsorteringsomgang tar tid O(n) eftersom det #r totalt n element som ska samsorteras i varje
omgang.

Losning till Datastruktur med max och min

Antingen kan man 16sa uppgiften med hjilp av tva trappor (heapar) med samma element, men
dér den ena &r ordnad med minsta elementet i roten och den andra med storsta elementet i roten
eller ocksad med hjilp av ett balanserat soktrdd som utokas med tva extra variabler, en for det
minsta virdet i trddet och en for det storsta.

Implementationerna ar i bada fallen enkla. I binértradsfallet &r det trivialt att skriva findmin
och findmax. For dom tre &vriga operationerna anvinder man motsvarande vanliga balanserade
soktréddsoperationer men efterbehandlar genom att kopiera dom minsta och storsta viardena i
tradet till dom tva variablerna. ]

Losning till Bloomfilter med borttagning

Lat Bloomfiltret bestd av tal (till exempel 8- eller 16-bits heltal) istéllet for bitar. Talet noll
motsvarar bitviardet 0 och varje positivt tal motsvarar bitvirdet 1. Istdllet for att sdtta en bit till
1 s& Okar Insert istéllet motsvarande tal med ett. Remove fungerar precis som Insert men minskar
med ett istéllet for att 6ka med ett. Nu rdknar heltalen hur ménga element som &r hashade till
varje position. Nar ett heltal kommit ner till noll sa betyder det att inget element ldngre hashas
till den positionen.

Storleken pé heltalen maste avpassas till antalet element som berdknas ligga i Bloomfiltret.
Man far ndmligen problem om en rdknare nar heltalstypens tak. En mojlighet adr att inféra en
extra bit per position som haller reda pa om taket nagon gang natts for den positionen. Nér en
raknare med den biten satt kommer ner till noll s& méaste hela Bloomfiltret berdknas pa nytt.

Ett alternativ ar att den rdknare som sléar i taket far sitta fast i taket &ven om Remove anropas.
Det betyder att den réknaren aldrig kommer att n& noll, &ven om alla element som hashas till
den positionen tas bort. Det kommer formodligen aldrig att intraffa eftersom det var s4 manga
element som hashats till den positionen, och om det intréffar s& dkar sannolikheten for fel bara
for dom ord som hashas dit, och det férmodligen inte sa mycket. O

Losning till Suffixregeluppslagning i Stava

Det man slar upp pa &r vénsterleden i reglerna. Vi kallar dessa for ingangssuffixen. Alla regler
som har tomt ingangssuffix lagrar vi i en lista for sig. Ovriga regler lagrar vi i en array sorterade
efter ingangssuffixet ldst baklanges. Vi anvinder latmannahashning pa en bokstav, det vill siga
vi har en bokstavsindexerad array som anger indexet till forsta ingdngssuffixet som slutar pa den
bokstaven.

Vid sokning kollar man forst i listan med regler med tomt ingangssuffix. Dérefter slar man
upp sista bokstaven (a i dockorna) med latmannahashning och gir igenom dom regler som har
den enda bokstaven som ingangssuffix. Sedan bindrstker man efter néist sista bokstaven (n) bland
dom ingangssuffix som slutar med a och gar igenom dom regler som har na som ingangssuflix.
Direfter soker vi efter ndstnist sista bokstaven (r) bland dom ingangssuffix som slutar med na
och gar igenom dom regler som har rma som ingangssuffix och sa vidare.

Pa detta satt blir det farre och farre ingangssuffix att binérsoka bland. a



Losning till Grafs6kning — egen 6vning!

Lo6sning till Topologisk sortering av DAG

Om man tittar pa i vilken ordning djupetférstsékningen passerar hornen pa tillbakavigen i grafen
(det vill séiga i vilken ordning hoérnen fardigbehandlas av sokningsproceduren) s& ser man att det
ar precis omvand topologisk ordning. Om vi vill sortera hornen topologiskt behdver vi alltsa bara
lagga till en sats Push(u) sist i proceduren DFSVISIT (u). Nar djupetforstsokningen &r genomford
kan vi poppa hornen ett i taget fran stacken, och dd4 kommer dom topologiskt sorterade. O

Losning till Klick
Ledning: studera komplementgrafen (som har kanter bara dér ursprungsgrafen inte har kanter). O

Losning till Kantmatrisprodukt
Diagonalelementet (i,4) anger hur manga kanter som har sin &ndpunkt i horn 4. Ickediagonalele-
mentet (7, ) ar det negerade antalet kanter som gir mellan hornen ¢ och j. O

Losning till Bipartithet
Anvind djupetforstsokning men farga hornen alternerande med rétt och gront. Om en kant mellan
tva horn av samma farg upptéicks ar grafen inte bipartit. O




Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2015
Uppgifter till 6vning 3

Dekomposition och dynamisk programmering

Max och min med dekomposition I vektorn v[l..n] ligger n tal. Konstruera en dekomposi-
tionsalgoritm som tar reda pa det storsta och det minsta talet i v. Algoritmen ska anvinda
hogst [3n/2] —2 jamforelser mellan v-element. Antalet tal i v behéver inte vara en tvapotens.

Matrismultiplikation Strassens algoritm multiplicerar tva n x n-matriser i tid O(n?8%%) genom
dekomposition i 2 x 2-blockmatriser. Anledningen till att Strassens algoritm gar snabbare
dn O(n?) &r att den gor sju multiplikationer istéllet for atta for att bilda produktmatrisen.

En annan idé &r att gbéra dekomposition i 3 x 3-blockmatriser istéllet. Viggo férsokte for
ett par ar sedan hitta det minimala antalet multiplikationer som kréavs for att multiplicera
tva 3 x 3-matriser. Han lyckades néstan komma fram till 22 multiplikationer. Om han hade
lyckats, vilken tidskomplexitet hade det gett for multiplikation av tva n x n-matriser?

Majoritet med dekomposition Indata &r i denna uppgift en array A med n element. Konstrue-
ra och analysera en algoritm som tar reda pa om nagot element i arrayen A ar i majoritet, det
vill sdga forekommer mer &n n/2 ganger, och i sa fall returnerar det. Algoritmen ska vara
en dekompositionsalgoritm och ha tidskomplexiteten O(nlogn). Enda tillatna jamforelse-
operationen pa element i A &r =. Det finns alltsd ingen ordningsrelation mellan elementen.

Mobil Konstruera en algoritm som balanserar en mobil! Mobilen beskrivs som ett bindrtriad.
Loven motsvarar kulor som hinger underst i mobilen. Inre noder motsvarar tunna raka
pinnar i vars &ndar ar fastknutet tradar som sénerna hénger i. Indata ar ett binédrtrdd med
vikter i noderna. Vikten i varje 16v a&r motsvarande kulas massa. Vikten i varje inre nod ar
motsvarande pinnes ldngd i cm. Resultatet av algoritmen ska vara samma bindrtrdd men
dér det i varje inre nod ocksé star hur ménga centimeter fran vénstra dndpunkten traden
som faster pinnen i ovanforliggande pinne ska sitta for att mobilen ska bli balanserad.

Talf6ljder Anta att du har fatt rekursionen for en talféljd presenterad for dig. Skriv pseudokoden
for en dynamisk programmeringsalgoritm for att berdkna S,, om

a)
g — { 1 om n =0,
" 2(Sp—1)+1  annars.
b)
4 omn =1,
S,=<¢ 5 omn = 2,
max (Sp—1,Sn—2,5,-1 — Sp—2 +7) annars.

4 omn =1,
S,=¢ 5 omn =2,
max (Sp,—2,S,-1 — Sp—2+7) annars.

Skriv ned de 7 forsta talen. Vad behover man spara under berdkningens gang?

10



Generaliserade talfoljder
a) Tvadimensionell rekursion utan indata

Givet foljande rekursion, konstruera en algoritm som berdknar MT[i, j| med dynamisk pro-
grammering. Argumentera for att algoritmens berikningsordning fungerar.

R () om ¢ =0 eller j =0,
MTi, j] —{ M[i—1,7—1]+4 annars.

b) 2D-rekursion med indata

Givet tva striangar a och b av langd n respektive m, lat a; vara tecknet pé position ¢ i strang
a och pa motsvarande séitt b; vara tecknet pa position j i b, hitta en berékningsordning och
skriv en algoritm som utfér féljande rekursion med hjélp av dynamisk programmering.

om ¢ = 0 eller j =0,
[Z—l,j—1]+1 omai:bj,
annars.

O:O

Losningar

Losning till Max och min med dekomposition
Nér man bara har tva tal ricker det med en enda jamforelse for att bade hitta det stérsta och det

minsta talet.

MinMax(v,i,j)=

if i=j then return (v[il,v[il)

else if i+1=j then
if v[il<v[j] then return (v[il,v[j])
else return (v[j],v[i])

else
m:=Floor((j-i)/2)
if 0dd(m) then m:=m+1;
(mini1,max1) :=MinMax(v,i,i+m-1);
(min2,max2) :=MinMax (v,i+m, j);
min:=(if minl<min2 then minl else min2);
max:=(if max1>max2 then maxl else max2);
return (min,max);

Berdkningstradet kommer att f& [n/2] 16v och [n/2] — 1 inre noder. Om n &r jimnt &r alla
n/2 16v tvaelementstoljder och gor darfor en jamforelse. Om n ar udda ar ett 16v (det hograste) ett
enstaka element som inte kriver nigon jamforelse. I 16ven gors alltsd |n/2] jamforelser. I varje inre
nod gors tva jaimforelser, alltsd sammanlagt 2 [n/2] —2 stycken. Totalt far vi |[n/2]+2[n/2] -2 =
[3n/2] — 2 stycken jamforelser.

Det gar faktiskt att visa att problemet inte kan 16sas med férre jamforelser. |

Losning till Matrismultiplikation
Rekursionsekvationen blir T'(n) = 22 - T'(n/3) + O(n?). Mistarsatsen ger 16sningen T'(n) =
O(n'o8:22) = O (n2814), O

11



Losning till Majoritet med dekomposition

Om det finns ett majoritetselement maste det vara i majoritet i atminstone ena halvan av arrayen.
Rekursiv tanke: Kolla majoritet rekursivt i vinstra och hégra halvan och rédkna sedan hur manga
ganger halvarraysmajoritetselementen forekommer i hela arrayen. Om nagot element &r i total
majoritet returneras det.

Majority(A[l..n]) =

if n =1 then return A[1]

mid« [(n+1)/2]

majInLeft+ Majority(A[l..mid—1])

majInRight<— Majority (A[mid..n])

if majlnleft=majInRight then return majlnLeft

noOfMajInLeft«+ 0

noOfMajInRight< 0

fori+ 1 tondo
if Afi] =majInLeft then noOfMajInLeft<—noOfMajInLeft+1
else if A[i] =majInRight then noOfMajInRight<noOfMajInRight+1

if noOfMajInLeft> m then return majlnLeft

if noOfMajInRight> m then return majlnRight

else return NULL

Tidskomplexitet: Tva rekursiva anrop med halva arrayen foljt av efterarbetet O(n) ger med més-
tarsatsens hjélp tidskomplexiteten O(nlogn). m|

Losning till Mobil

Betrakta en pinne av lingd [ i mobilen. Anta att vikten v hénger i vénstra &nden och vikten
w i den hogra. Lat x vara avstandet fran pinnens vénstra &dnde till traden som féster pinnen i
ovanforliggande pinne. For att momenten ska ta ut varandra krévs enligt mekaniken att xv =
(I — x)w, det vill sidga att x = lw/(v + w). Vi kan nu berdkna z for varje pinne rekursivt nerifran
och upp i tradet. Lat den rekursiva funktionen returnera vikten av mobilen som hinger i den
aktuella pinnen. Algoritmen tar linjar tid.

Balance(p)=
if p.left =NIL then return p.num
left < Balance(p.left)
right < Balance(p.right)
p.x < p.num - right/(left + right)
return left + right

Losning till Talféljder
a) 1, 3,7, 15, 31, 63, 127

For att berdkna ett tal behéver man bara kénna till talet innan. Berdkningsordningen blir fran
basfallet och vidare "uppat”.

Talfoljda(n) =
v=1
for =1 to n do
v 2xv+1
return v

e
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b) 4, 5, 8, 10, 10, 10, 10
For att berdkna ett tal behover man kinna till de tva foregédende talen. Berdkningsordningen
blir fran basfallet och vidare "uppat”.

Talfoljdb(n) =
if n = 1 then return 4
elif n = 2 then return 5

else
vO = 4
vl =5

for i = 2 to n do
v = max(vl, vO0, v1-v0+7)

vO = vl
vl = v
return v

c)4,5,8,10,9, 10,9
For att berdkna ett tal behover man kinna till de tva foregédende talen. Berdkningsordningen
blir fran basfallet och vidare "uppat”.

Talfoljdc(n) =
if n = 1 then return 4
elif n = 2 then return 5

else
vO = 4
vl =5

for i = 2 to n do
v = max(v0, v1-v0+7)

vO = vl
vl = v
return v

Lo6sning till Generaliserade talfoljder

a) 2D-rekursion utan indata

Eftersom vi inte vet vad vi letar efter, later vi algoritmen returnera hela M. Det &r inte vad man
typiskt skulle géra om algoritmen skulle anvindas for att svara pa nagon specifik fraga. Oavsett
vad fragan skulle vara, dr det (forsta) vi behover kunna gora just att berdkna M. Nir hela matrisen
ar ifylld kan vi svara pa olika fragor om den, som vilket det storsta virdet i matrisen &r, eller hur
manga ganger det storsta virdet forekommer.

Vi méaste borja med ett basfall, men om vi tdnker oss en matris M som ska fyllas i med ratt
virden, sa har hela 6versta raden (dér ¢ = 0) och hela vénstra kolumnen (dar j = 0) véirdet 0, som
inte berdknas rekursivt. En typisk berdkningsordning for ett program skulle vara en rad i taget
uppifran eller en kolumn i taget fran vinster till hoger. Vi véljer rad for rad, och sétter virdena
pa forsta raden. Dérefter loopar vi 6ver alla andra rader och sétter virdena kolumn fér kolumn.
Berékningsordningen fungerar, eftersom den information vi behover ha for att berdkna ett nytt
viarde utom basfallen bara &r vad som statt pa tidigare rader, samt indexet for den rad vi befinner
oss pa. Vi kommer att kunna berdkna hela M. Hér ar var algoritm:

for j <0 ton

M]J0,4] «+ 0
fori+ 1 tom
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MTi, 0] + 0
for j<1 ton
Mli,jl+ M[i—1,7—1]+4
return M

Tiden domineras av den néstlade for-slingan och &r alltsa ©(nm).

b) 2D-rekursion med indata

Vi borjar med basfallen. Alla element pa Gversta raden och alla i kolumnen léngst till vénster
uppfyller villkoret fér basfall, och kan darfor sattas till 0. Vi véljer att borja med forsta raden.
Dérefter berdknar vi virdena pa alla foljande rader uppifran och ner, kolumn fér kolumn. Enligt
rekursionen &r véirdet 0 om a; # bj, och annars beréknas det med hjélp av tidigare utrdknade
varden. Vi kan alltid titta pa foregadende rad (¢ — 1), eftersom vi berdknar en rad i taget. P4 den
raden kan vi titta pa vilka element vi vill, eftersom hela raden &r ifylld, speciellt ar det tillatet att
titta pa det i kolumn j — 1. Berdkningsordningen fungerar alltsa. Algoritmen kan se ut sa hér:

for j <0 ton
M]J0,4] «+ 0
fori<1 tom
MTi, 0] + 0
for j <1 ton
if a; = b; then
Mli,jl+ M[i—1,7—1]+1
else M[i,j]+ 0
return M

Tiden blir precis som i det férra exemplet ©(nm). O
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Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2015
Uppgifter till 6vning 4

Dynamisk programmering

P& denna 6vning ar det ocksa inlAmning av skriftliga 16sningar av teoriuppgifterna till
labb 2 och muntlig redovisning av teoriuppgifterna.

Traskvandring Tina ska ga genom ett trisk som representeras av ett n X n-rutmonster fran
vansterkanten till hogerkanten. I varje steg kan hon ga ett steg rakt till hoger, snett uppat
hoger eller snett nedat hoger. Det &r olika jobbigt att ga pa olika stéllen i trisket. Att hamna
pa ruta (i, ) kostar arbetet A[i, j], som dr ett positivt heltal.

Beskriv en algoritm som hittar det minimala arbetet att ta sig igenom trésket i foljande
olika fall.

a) Anta att Tina far starta var som helst p& vinsterkanten och far sluta var som helst pa
hogerkanten.

b) Anta att Tina alltid startar i ruta (n/2,1).
¢) Anta att Tina dessutom maéste sluta i ruta (n/2,n).

d) Skriv ut den minst jobbiga vig Tina kan ta genom trisket i c¢).

Kombinera mynt och sedlar Givet en (konstant) uppsittning mynt- och sedelslag med vals-
rerna vy, ...,v; kronor och ett maximalt belopp n. (Alla tal i indata &r positiva heltal.)
Formulera en rekursion for pa hur manga sdtt man kan bilda varje summa mellan 0 och n
kronor med hjilp av denna uppséttning mynt och sedlar.

Lingsta gemensamma delstring Stringarna ALGORITM och PLAGORIS har den gemensamma
delstrangen GORI. Den ldngsta gemensamma delstrdngen hos dessa strangar har alltsa langd
4. T en delstring méaste tecknen ligga i en sammanhéngande f6ljd.

Konstruera en effektiv algoritm som givet tva stréngar ajas . ..a,, och bibs...b, berdknar
och returnerar langden hos den ldngsta gemensamma delstringen. Algoritmen ska bygga pa
dynamisk programmering och ga i tid O(nm).

Hér foljer tva roliga men mer komplicerade exempel som vi nog inte hinner med pa 6vningen:

Proteinvikning Ett protein dr en lang kedja av aminosyror. Proteinkedjan &r inte rak som en
pinne utan hopvikt pa ett intrikat sdtt som minimerar den potentiella energin. Man vill
valdigt gérna kunna rédkna ut hur ett protein kommer att vika sig. I denna uppgift ska vi
dérfor studera en enkel modell av proteinvikning dér aminosyrorna &r antingen hydrofoba
eller hydrofila. Hydrofoba aminosyror tenderar att klumpa ihop sig.

For enkelhets skull ser vi proteinet som en binér striang dar ettor motsvarar hydrofoba
aminosyror och nollor hydrofila aminosyror. Stringen (proteinet) ska sedan vikas i ett tvadi-
mensionellt kvadratiskt gitter. Malet ar att f& dom hydrofoba aminosyrorna att klumpa ihop
sig, det vill sdga att f4 s& manga ettor som mdjligt att ligga ndra varandra. Vi har alltsa
ett optimeringsproblem dar malfunktionen &r antalet par av ettor som ligger intill varandra
i gittret (lodratt eller vagrétt) utan att vara intill varandra i stringen.

15



Du ska konstruera en algoritm som med hjélp av dynamisk programmering konstruerar en
optimal dragspelsvikning av en given proteinstréing av langd n. En dragspelsvikning &r en
vikning dar stréngen forst gar en stricka rakt nedat, sedan en stricka rakt uppéat, sedan
en stricka rakt nedat, och sa vidare. I en sadan vikning kan man notera att lodrita par av
intilliggande ettor alltid kommer i f6ljd i stréngen, s det ar bara vagrita par av ettor som
bidrar till malfunktionen.

I féljande figur &r strdngen 00110001001100001001000001 dragspelsvikt pa ett sadant sétt
att malfunktionen blir 4.

o—r—r—0—o0
P—O0O—o0—o0o—o

©o—o—r—o
oO—o0—r—0—0—Fr—o0

o—o—r—Fr—o0

Definition av problemet PROTEINDRAGSPELSVIKNING:
INMATNING: En bindr string med n tecken.
ProBLEM: Hitta den dragspelsvikning av indatastréingen som ger det storsta véar-
det pa malfunktionen, alltsd det storsta antalet par av ettor som ligger bredvid
varandra men inte direkt efter varandra i stréngen.

Konstruera och analysera tidskomplexiteten for en algoritm som 16ser proteindragspelsvik-
ningsproblemet med dynamisk programmering.

Du far gdrna anvinda dig av nedanstaende algoritm, som berdknar antalet par ettor i ett
varv (dvs mellan tva strickor) i en dragspelsvikning som ligger bredvid varandra (men inte
direkt efter varandra i stréngen). Anta att proteinet lagras i en array p[1..n]. Parametrarna
a och b anger index i arrayen for den forsta strickans &ndpunkter. Parametern c anger index

for den andra strackans slutpunkt. Se figuren nedanfor till hoger. a
profit(a,b,c) = ‘
shortest<min(b-a,c-(b+1)); : c
s<0; ‘ ‘

for i<-1 to shortest do
if plb-il=1 and p[b+i+il=1 then .
s¢s+1; ; )
return s; ‘ ‘
b —b+1
Not: Proteinvikningsproblemet &r ett viktigt algoritmiskt problem som studeras i bioinfor-
matiken. Det behandlas tillsammans med méanga andra problem med biologisk anknytning i
den valfria kursen Algoritmisk bioinformatik som gar i period 4 varje ar.

Analysator for kontextfri grammatik En kontextfri grammatik brukar anvindas for att be-
skriva syntax for bland annat programsprak. En kontextfri grammatik i Chomskynormalform
beskrivs av

e en méngd slutsymboler T' (som brukar skrivas med smé bokstéver),

e en méangd ickeslutsymboler N (som brukar skrivas med stora bokstéver),
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e startsymbolen S (en av ickeslutsymbolerna i méngden N),

e en méngd omskrivningsregler som antingen dr pa formen A — BC eller A — a, dér
A, B,Ce Nocha€eT.

Om A € N s definieras £(A) genom
L(A)={bc:be L(B)ochce L(C)dir A— BC}U{a:A— a}.

Spriket som genereras av grammatiken definieras nu som L£(S), vilket alltsa ar alla stréngar
av slutsymboler som kan bildas med omskrivningskedjor som bérjar med startsymbolen S.

Exempel: Betrakta grammatiken med T = {a,b}, N = {S, A, B, R}, startsymbolen S och
reglerna S — AR, S — AB, A — a, B —» b, R — SB. Vi kan se att stringen aabb tillhor
spraket som genereras av grammatiken med hjalp av féljande kedja av omskrivningar:

S — AR — aR — aSB — aSb — aABb — aaBb — aabb.

I sjdlva verket kan man visa att det sprak som genereras av grammatiken &r precis alla
stréangar som bestar av k stycken a f6ljt av k stycken b dér k &r ett positivt heltal.

Din uppgift ar att konstruera och analysera en effektiv algoritm som avgor ifall en stréng
tillhor det sprak som genereras av en grammatik. Indata &r alltsa en kontextfri grammatik
pé Chomskynormalform samt en stréng av slutsymboler. Utdata &r sant eller falskt beroende
pé om striangen kunde genereras av grammatiken eller inte. Ange tidskomplexiteten fér din
algoritm uttryckt i antalet regler m i grammatiken och langden n av strdngen.

Mer om grammatiker kan man lésa i kursen Automater och sprik.

Losningar

Losning till Traskvandring

a) Vi later Wi, j] vara det minimala arbetet som krivs fér att komma till ruta (i, 7). Tina far
starta var som helst pa vinsterkanten. Basfallen blir att hamna pé en forsta ruta (fran niagonstans
utanfor triasket). Det kostar endast A[i, 0] {6r varje i. Vi kommer att vilja uttrycka hur jobbigt det
ar att komma till ruta ¢, j frin ruta 4, j — 1, vilket &r arbetet A[z, j] plus det det kostade att komma
till ruta ¢, 7 — 1. Vi vill hitta det minst jobbiga sittet att komma till varje ruta i, j, sa i allménhet
finns det tre stdllen Tina kan ha kommit ifran, alla i kolumnen j — 1, och vi maste jamféra hur
jobbigt det dr att komma fran vart och ett och vélja det minst jobbiga. Nu verkar det rimligt att
bérja berdkna kolumnvis hur jobbigt det &r att komma till varje ruta. Att komma till en ruta i
ovankanten uppifran gar inte, sa det vardet sétts till odndligheten for att var jamforelse inte ska
premiera den riktningen. P4 samma sétt hanterar vi underkanten av matrisen. Déarfér kommer vi
att ha foljande rekursion: Wi, j] = min(W[i — 1,5 — 1], W[i,j — 1], W[i + 1,5 — 1]) + A[i, j]. Vi
berdknar alla virdena i den nya matrisen W.

Basfallen:
for j <1 ton
WL, j] = A[1, j]

Fyll i matrisen:
for j <2 ton
fori+< 1 ton
fromabove = Wi — 1,5 —1]if i > 1, else c©
fromsame = Wi, j — 1]
frombelow = Wi+ 1,7 — 1] if i < n, else oo
Wi, j] = min(fromabove, fromsame, frombelow) + Ali, j]
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Tina fick lamna trésket fran vilken ruta som helst pa hogerkanten. Déarfor kan vi gé igenom
sista kolumnen i var matris och leta efter det minsta véirdet dar.

Hitta svaret:
opt < o0
fori< 1 ton
if Wi, n] < opt then
opt < Wi, n]
return opt

Om vi sdtter ihop dessa tre steg far vi en dynamisk programmering-algoritm som berdknar det
minst jobbiga sittet att ta sig fran vénster sida av trasket till hoger sida.

b) Om Tina alltid startar i ruta (n/2,1) har vi lite annorlunda basfall. Eftersom Tina aldrig
far forflytta sig rakt uppat eller rakt nedat, ar alla andra rutor i den vanstra kolumnen omdjliga
att na, dvs arbetet for att ta sig dit &r oéndligt. Rekursionen blir likadan.

¢) Om Tina dessutom alltid slutar i rutan (n/2,n), kommer vi nér vi &r ute efter svaret bara
att vara intresserade av Wn/2,n], oavsett vad som star i de andra rutorna i sista kolumnen.
Det enda som &ndras ar vad vi ska returnera, dar sékandet efter opt ersétts med att returnera
W(n/2,n]. Rekursionen fungerar likadant.

d) Nu vill vi konstruera en bésta vig. Vi kan antingen spara varifran vi kom i varje steg, dvs
lata W innehalla bade ett jobbighetsvirde och en pekare till rutan man kommit ifran, eller ta
var slutruta, och subtrahera dess virde fran A-matrisen, och se vilken av rutorna som vi kan ha
kommit ifran som hade detta vérde, och sedan upprepa processen tills vi kommer till startrutan.
(Om det &r mer &n en vig till en ruta som var lika jobbig, gor det inget. Vi vill bara ha en minst
jobbig vig genom tréasket, och det kan finnas flera som ar lika jobbiga.)

Eftersom vi borjade med véirdet i slutrutan, och tog reda pa varifran vi kunde ha kommit for
att fa det vérdet dér, och eftersom vi upprepar detta for varje ruta i stigen, kommer vi att na
startrutan. (Annars kan vi inte ha nigot véirde i slutrutan.) I varje ruta star ndmligen hur jobbigt
det ar att komma dit fran startrutan, den enklaste vigen, och om vi subtraherar bort det som
horde till just denna ruta, aterstar hur jobbigt det var att komma till férra rutan. Det vardet
maéste st i minst en av rutorna som vi kunde ha kommit fran, och det betyder att vi kunde né
den rutan till det priset. Vi kommer alltid att né& startrutan utan att passera nagon onabar ruta,
eftersom Wi, j] — A[i, j] # oo savida inte Wi, j] = co. Eftersom vi tittar pé stigen baklédnges, kan
vi spara virdena i en stack for att skriva ut dem i ratt ordning. O

Losning till Kombinera mynt och sedlar
Lat N[b, j] vara antalet sétt att bilda beloppet b med valérerna vy, ..., v; kronor.
N kan till exempel definieras rekursivt pa foljande sétt:

1 omb=0eller (j=1)A (b mod v; =0),
omj=1ochb moduwv #0,

N, jl =4 0
Ziti/oijN[b—i-vj,j—l] om0<b<n

En annan mdjlig rekursiv formulering bygger pa tanken att en kombination av valGrerna

v1,...,v; antingen innehaller valéren v; eller bara innehaller valérerna v, ...,v;_1:
1 om b =0,
a4 om j =0 ochb>0,
N, g1 = N[b,j —1] om0<b<wvjochj>0

N[b—vj,j]+ N[b,j—1] omv;<b<mnochj>0
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Losning till Laingsta gemensamma delstring
For varje par av tecken ifran var sin string, 1&t M[i, j] vara antal bokstéver till vinster om (och
inklusive) a; som dverensstammer med lika manga bokstéver till vinster (och inklusive) b;. Lingden
av den langsta gemensamma stréngen dr da det storsta talet i matrisen M.

M kan definieras rekursivt pa foljande satt:

0 om ¢ = 0eller j =0,
M[Z,]]: M[Z—l,j—1]+1 omai:bj,
0 annars.

Hér kan vi se att den rekursion vi kommit fram till &r samma som vi tittade pa férra évningen.
Da kom vi fram till f6ljande algoritm:

for j <0 ton
M]J0,4] « 0
fori <1 tom
MTi, 0] + 0
for j<1 ton
if a; = b; then
Mli,jl+ M[i—1,7—1]+1
else MJi,j]+ 0
return M

Det vi behover gora utover detta, for att svara pa fragan i denna uppgift, ar att hitta det storsta
talet i M. Vi kan forstas forst berdkna M och sedan gé igenom matrisen och jamfoéra virden, men
det gar bra att uttka algoritmen sé att den jamfor virden under berdkningarnas gang. Da slipper
vi fa hela matrisen som utdata. Foljande algoritm berdknar hela M och returnerar det storsta
talet 1 M.

max +— 0
for j <0 ton
MJ0,4] + 0
fori <1 tom
MT[i, 0] + 0
for j <1 ton
if a; = b; then
Mli,j] < M[i—1,j—1]+1
if M[i, j] > max then max < M]i, j]
else MJi,j]+ 0
return max

Tiden domineras dven nu av den néstlade for-slingan och &r alltsa ©(nm). ad

Losning till Proteinvikning

Lat gq,p vara det maximala vérdet pa malfunktionen man kan fa for en vikning av delen p[a..n]
av proteinet, dar den forsta strackan i vikningen har &ndpunkterna a och b. Vi kan uttrycka g,
rekursivt pa foljande sétt:

= fit(a,b .
dop =, max (profit(a,b,c) + dri1c)

Basfallen ar ¢, ., = 0 f6r 1 < a < n. Svaret hittar vi sedan som 1Inba<x q1,b-
<bsn
Nu géller det bara att berékna ¢, enligt dessa formler i ratt ordning:

for a<1 to n-1 do qla,n]<«0;
for b¢<n-1 downto 2 do
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for a<-1 to b-1 do
t—-1;
for c+b+2 to n do
vprofit(a,b,c)+qlb+1,c];
if v>t then t<¢v;
qla,bl«t;
max<O0;
for b<-2 to n do
if q[1,b]l>max then max<—q[1,b];
return max;
Eftersom vi som mest har tre néstlade for-slingor och ett anrop till profit tar tid O(n) blir
tidskomplexiteten uppenbarligen O(n?). ]

Losning till Analysator for kontextfri grammatik

Vi anvander dynamisk programmering ungefér som i problemet dar man letar efter optimal matris-
kedjemultiplikationsordning. Har ska vi istéllet bestdmma i vilken ordning och pa vilken delstréng
reglerna ska tillimpas.

Indata &r en uppséttning regler R och en vektor w[1..n] som alltsa indexeras fran 1 till n. Lat
oss bygga upp en matris M[1..n,1..n] dir elementet M[i,j] anger dom ickeslutsymboler fran
vilka man med hjélp av kedjor av omskrivningar kan hérleda delstréangen w([i..j].

Rekursiv definition av M[i, j]:

M[ij]_{{X:(X%w[i])eR} omi=yj
’ {X:(X—=AB)e RAJk: AeMi,k—1ABeMEk,j]} omi<j

Eftersom varje position i matrisen &r en méangd av ickeslutsymboler s méaste vi vélja en lamplig
datastruktur ocksa for detta. Lat oss representera en méangd av ickeslutsymboler som en bitvektor
som indexeras med ickeslutsymboler. 1 betyder att symbolen &r med i mangden och 0 att den inte
dr med i mdngden. Exempel: Om M[1, j] [B]=1 sa &r ickeslutsymbolen B med i méngden M[i, j],
vilket betyder att det finns en kedja av omskrivningsregler fran B till delstrangen w[i. . j].

Algoritm som berdknar matrisen M[i, j] och returnerar sant ifall stréangen tillhor spraket som
genereras av grammatiken:
for i<-1 to n do

M[i,i]<+-0; /* alla bitar nollstdlls */
for varje regel X —w[i] do
M[i,i] [X]+1;
for len<-2 to n do
for i<-1 to n-len+l do
j¢itlen-1;
M[i,j]1<0;
for k<-i+l1 to j do
for varje regel X — AB do
if M[i,k-1]1[A]=1 and M[k,j]1[BIl=1 then
MIi,j10X]+1;
return M[1,n] [S1=1;

Tid: O(nm). Minne: O(n?m) (eftersom m #r en dvre grins for antalet ickeslutsymboler). ]
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Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2015
Uppgifter till 6vning 5

Grafalgoritmer och undre granser

Spannande trad Visa hur ett minimalt spdnnande trad hittas i féljande graf med bade Prims
och Kruskals algoritmer.

Forandrat flode

a) Beskriv en effektiv algoritm som hittar ett nytt maximalt fldde om kapaciteten lings
en viss kant dkar med en enhet.

Algoritmens tidskomplexitet ska vara linjér, alltsd O(|V'| + |E|).

b) Beskriv en effektiv algoritm som hittar ett nytt maximalt flode om kapaciteten langs
en viss kant minskar med en enhet.
Algoritmens tidskomplexitet ska vara linjar, alltsd O(|V| + | E|).

Eulercykel Givet en oriktad sammanhéngande graf G = (V, E) dér alla hérn har jamnt gradtal.
Hitta en Eulercykel, dvs en sluten stig som passerar varje kant i E exakt en gang. Algoritmen
ska ga i linjar tid.

Julklappsfordelning En pappa ska ge sina n barn var sin julklapp. Varje barn har skrivit en
Onskelista. Pappan vill ge varje barn en julklapp fran barnets onskelista, men han vill inte
ge samma julklapp till flera barn.

Konstruera och analysera en effektiv algoritm for detta problem. Du kan anta att det finns
hogst m saker pa varje onskelista.

Undre grians for s6kning i sorterad array Bindrsokningien sorterad array med n tal tar som
bekant tiden O(logn). Bevisa att Q(logn) ocksa &r en undre gréans for antalet jamforelser
som krévs for detta problem (i vérsta fallet).
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Laga julgransbelysning Jonas julgransbelysning med n seriellt kopplade lampor lyser inte. Det

racker att en lampa ar trasig for att belysningen inte ska lysa. Han har skaffat n nya lampor
som sékert fungerar. Han vill inte ersétta nagra hela lampor med nya, for det dr dumt att
slosa pa nya lampor. Han vill naturligtvis gora s& fa lampprovningar som maojligt.

Konstruera och analysera en effektiv algoritm fér hur Jonas ska f& belysningen att fungera
med s& f& lampprovningar (ur- och iskruvningar) som mdojligt. Analysera virstafalletkom-
plexiteten for algoritmen exakt (inte bara ordoklass). En urskruvning 6ljt av en iskruvning
av en lampa tar tiden 1. Ju snabbare algoritm desto béttre.

Ge ocksa en undre grans for virstafalletkomplexiteten som matchar din algoritm.

Losningar och ledningar

Lo6sning till Spadnnande triad — egen 6vning!

Lo6sning till Forandrat fléde

a)

Anta att kanten fran w till v far sin kapacitet 6kad med ett. Eftersom tidskomplexiteten
ska vara linjar kan vi inte berdkna en helt ny l6sning utan maéaste utnyttja 16sningen pa
det tidigare flddesproblemet. Lat ® vara denna 16sning (Vad bestar ® av?) och gor bara
en ny iteration i Ford-Fulkersons algoritm med den &ndrade grafen: I restflédesgrafen ckas
kapaciteten i kanten (u,v) med ett. Gor en grafsokning (i tid O(|V|+|E])) for att se om det
nu finns nagon stig i restflodesgrafen langs vilken flodet kan 6ka. Om det finns det maste det
vara ett flode av storleken 1 (eftersom alla fldden &r heltalsfldden). Om det inte finns nagot
fléde i restflodesgrafen ar & fortfarande det maximala flodet.

Anta att kanten fran u till v far sin kapacitet minskad med ett. Om det tidigare maximala
flodet @ inte utnyttjade hela kapaciteten i (u,v) sd fordndras inte flédet alls. I annat fall
maste vi uppdatera flodet pé foljande satt:

Eftersom det kommer in en enhet storre flode till v &n som gar ut och det kommer in en
enhet mindre flode till v &n det gar ut sa maste vi férsoka leda en enhets flode fran w till v
nagon annan vig. SOk alltsa i restflodesgrafen efter en stig fran u till v langs vilken flodet
kan oka med ett. Detta gors med en grafsokning i tid O(]V |+ |E|). Om det finns en sén stig
uppdaterar vi ® med det flodet.

Om det inte finns en san stig méste vi minska flodet fran s till uw och fran v till £ med en
enhet. Det gor vi genom att hitta en stig fran w till s i restflodesgrafen langs vilken flodet
kan 6ka med ett och en stig fran ¢ till v i restflodesgrafen langs vilken flédet kan 6ka med ett.
(Det maste finnas sana stigar eftersom vi hade ett flode fran s till ¢ via (u,v).) Uppdatera
sedan ® med dessa tva fléden.

Losning till Eulercykel

Idén &r att borja i ett horn v och soka sig igenom grafen tills v nas igen. Sokstigen P kommer da
antingen att ha besokt alla kanter eller s& aterstar det, om vi tar bort P, en eller flera samman-
héngande komponenter G1, Ga, ..., G,. I det senare fallet kan vi géra om samma sorts sokning for
varje komponent sa vi far en Eulercykel for varje G;, och sedan sétter vi in alla dessa Eulercykler
i P s& att vi far en total Eulercykel.
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For att kunna genomfora detta i linjér tid sa hittar vi pa en algoritm som anvénder tva spelare
P; och P, som tillsammans gar igenom grafen. Bada spelarna startar i v. Spelare P, skapar stigen
P genom att ga langs kanter hur som helst. Han mérker varje kant han passerar och stannar nar
han kommer tillbaka till v igen. Sedan foljer P, efter lings P, men varje gang han kommer till ett
nytt horn u sa kollar han om alla kanter fran u &r mérkta. I s& fall fortsiatter han langs P. Om
det finns omérkta kanter (det finns alltid ett jaimnt antal) si skickar han ut P; for att hitta en
ny stig som borjar och slutar i u. P» gar sedan denna nya stig innan han fortsitter fran u. Efter
att ha upprepat detta kommer P, till slut att ha gatt langs varje kant exakt en gang och dérfor
skapat en Eulercykel. P; har inte heller gatt langs samma kant mer &n en géng sé totala kortiden
blir linjar.

I algoritmen nedan kallas P; for PathFinder och Py for Straggler.

EulerCycle(G) =
cycle < {1}
choose edge (1,t)
mark (1,t)
path < PathFinder(G,1,t)
Straggler(path)
return cycle

PathFinder(G, start, cur) =
append(cur, path)
while cur # start do
choose unmarked edge (cur,v)
mark (cur,v)
append(v, path)
cur < v
return path

Straggler(path) =
while path # 0 do

u < next(path)

append(u, cycle)

for all edges (u,v) do

if unmarked (u,v) then

mark (u,v)
p + PathFinder(G,u,v)
Straggler(p)

Lo6sning till Julklappsférdelning

Problemet &r ett bipartit matchningsproblem. Det géller att hitta en matchning i en graf dér
vansterhornen motsvaras av barn (n stycken horn) och hégerhérnen av saker. Det gir en kant
mellan ett barn och en sak om saken star med péa barnets 6nskelista. Bipartit matchning kan 16sas
som ett flodesproblem i en graf med O(nm) kanter. Eftersom flodet dkar med ett i varje varv i
Ford-Fulkersons algoritm och matchningen (flodet) ar hogst n sd gar slingan hogst n varv och
komplexiteten blir O(n?m). O

Ledning till Undre grins for s6kning i sorterad array
Konstruera ett beslutstriad for en godtycklig algoritm som soker i en sorterad array. Undersck hur
manga l6v trddet méaste ha och kom fram till hur hégt det d& maéaste vara.
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Losning till Laga julgransbelysning
Numrera julgransbelysningens lampplatser fran 1 till n.

byt ut alla lampor utom den pa plats 1 mot nya
lagg dom gamla lamporna i en séck
141
while (lampor kvar i sidcken) do
if (belysningen lyser) then
14 1+1
skruva ur den nya lampan pa plats ¢
else
skruva ur den gamla trasiga lampan pa plats i
ta en lampa fran sédcken och skruva i den pé plats ¢
if not (belysningen lyser) then
skruva ur den gamla trasiga lampan pa plats ¢
skruva i en ny lampa pa plats ¢

Det ar latt att se att algoritmen &r korrekt med hjilp av f6ljande invariant for slingan (invarianten
ar sann i borjan av varje varv i slingan): Alla lampor pa plats < ¢ dr gamla och fungerar, lampan
pé plats ¢ &r gammal, alla lampor pa plats > ¢ &r nya.

I vérsta fall dr alla lampor trasiga i belysningen, och d& gor algoritmen (n—1)+ (n—1)+1=
2n — 1 lampbyten.

Att 2n — 1 ocksa &r en undre gréns kan man inse sa héir: Enda séttet att avgora ifall en viss
lampa i belysningen &r hel eller trasig dr att forsdkra sig om att alla andra lampor &r hela och da
se om belysningen lyser. En tuff motstandare ser till att belysningen fortfarande inte lyser efter att
n — 1 nya lampor skruvats i helt enkelt genom att lata den enda aterstaende originallampan vara
trasig. Alla n—1 bortskruvade originallampor méaste sedan provas igen, for den tuffa motstandaren
har &nnu inte tillatit att ndgon som helst information om dessa lampor har getts, och det kraver
n — 1 lampbyten till. Slutligen ser motstandaren till att just den sist provade originallampan &r
trasig, och da krévs det ytterligare ett lampbyte for att fixa den.

Den tuffa motstandaren behover alltsa bara tva trasiga lampor for att fa algoritmen att ta
2n — 1 lampbyten! |
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Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2015
Uppgifter till 6vning 6

Algoritmkonstruktion

P& denna 6vning ar det ocksa inlAmning av skriftliga 16sningar av teoriuppgifterna till
labb 3 och muntlig redovisning av teoriuppgifterna.

Inuti eller utanfér? Lat P vara en konvex n-hornig polygon beskriven som en array av hérnen
P1,P2, - .- pn 1 cyklisk ordning. Konstruera en algoritm som talar om ifall en given punkt ¢
ar inuti P. Algoritmen ska gé i tid O(logn) i virsta fallet.

Sortering av sma heltal Konstruera en algoritm som sorterar n heltal som alla ligger i inter-
vallet [1..n3] i tid O(n) med enhetskostnad.
Tips: tank pa rédknesortering och radixsortering.

Hitta det saknade talet Pa en datafil ligger 999 999 999 tal, ndmligen alla heltal mellan 1 och
1000000 000 utom ett. Vilket tal &r det som saknas? Konstruera en algoritm som léser detta

problem i konstant minne och linjér tid i en berdkningsmodell som har 32-bitsaritmetik (dvs
kan riikna med tal av storlek mindre #n 23! = 2147483648).

Komplex multiplikation Om man multiplicerar tva komplexa tal a 4+ bi och ¢ + di pa det
vanliga séttet krdvs fyra multiplikationer och tva additioner av reella tal. Eftersom multi-
plikationer &r dyrare #n additioner (och subtraktioner) lonar det sig att minimera antalet
multiplikationer om man ska rdkna med stora tal. Hitta pa en algoritm som bara anviander
tre multiplikationer (men fler additioner) for att multiplicera tva komplexa tal.

Tvadimensionell Fouriertransform Anta att du har tillgang till en FFT-implementation fér
det endimensionella fallet, men att du behdver transformera tvadimensionella data, till ex-
empel transformera en bild given som en matris (aij)i7j€{0 ,,,,, ~—1} till ett tvadimensionellt
frekvensspektrum. Hur bor du utnyttja FFT for detta? Vad blir tiden?

Definitionen av 2D-Fouriertransformen:

akl = —
N2 < ;
=0 7=0

déir w dr en ldmplig enhetsrot (w? = 1).

Binidrtrdd med speglad struktur Tva binédra triad sdgs ha speglad struktur om det ena &r en
spegelbild av det andra, det vill sdga att om man byter vanster och héger 6verallt i det ena
tradet s& blir triaden strukturekvivalenta. Konstruera och analysera tidskomplexiteten fér en
effektiv dekompositionsalgoritm som avgor ifall tva bindrtrad har speglad struktur.
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Figur 1: En konvex polygon och linjerna som algoritmen anvinder for att halvera den.

Partyproblemet Indata ar en lista med n personer, ett heltal k£ och en lista med vilka personer
som kdnner varandra. Du vill bjuda sd manga av personerna som mojligt pa ditt party,
men for att alla ska trivas vill du att varje inbjuden gést ska kinna minst £ av dom Gvriga
gasterna. Konstruera och analysera en algoritm som loser detta problem i linjar tid i indatas
storlek.

Losningar

Losning till Inuti eller utanfor?

Om polygonen inte hade varit konvex hade vi rdknat antalet skdrningar polygonen har med en
linje fran ¢ till en punkt utanfér P, vilket tar tid O(n), men det har vi inte tid med hér. Istéllet
kommer vi att anvénda en intervallhalveringsliknande sokning for att utesluta hélften av (den
aterstdende) polygonen i taget dnda tills bara en triangel aterstar. Dérefter kan vi latt (med ett
konstant antal jamforelser) avgora ifall ¢ ligger i P. Se figur 1.

InsideConvex(P,q,l,u) =
ifu=1+1 then /x en triangel x/
vilj en punkt ¢’ utanfor triangeln p1—p;—p.,
if linjen ¢—¢' skir exakt en av kanterna i triangeln then
return inuti
else
return utanfor
else
mid {H'T“]
if ¢ &r pa samma sida om linjen p1—pq SOM Prig+1 then
return InsideConvex (P, q, mid, u)
else
return InsideConvex(P,q,1, mid)

Algoritmen anropas med InsideConvex(P,q,2,n).
Om vi antar att InsideConvex(P,q,2,n) tar tid T'(n) s& far vi rekursionsekvationen

Tn)=T (E) +c
2
som har l6sningen ¢logn. Tidskomplexiteten blir alltsd T'(n) € O(logn). m|
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Losning till Sortering av sméa heltal
Betrakta heltalen skrivna i bas n. Alla tal har da (hogst) tre siffror, utom n”® som skrivs som 1000
och kan hanteras separat. (Ga igenom alla tal, plocka ut alla forekomster av n® och ligg dom sist i
den sorterade foljden.) Ligg till inledande nollor pa tal som dr mindre &n n?. Gér nu radixsortering
pa talen. Eftersom det &r tresiffriga tal blir det tre omgangar i radixsorteringen, dar man i varje
omgéng ska sortera talen efter en siffra i intervallet [0..n — 1]. En sdn sortering gors i linjar tid
med riaknesortering (som i implementationen fran foreldsning 16 &r stabil).

Analys: Tre omgéangar gors och varje omgang tar tid O(n). Specialhanteringen av n? tar inte
heller mer &n O(n). Totalt blir tiden alltsa O(n). m|

3

Ledning till Hitta det saknade talet
Summera alla tal modulo till exempel 1000 000 000.

Losning till Komplex multiplikation
Egen 6vning. O

Lo6sning till Tvadimensionell Fouriertransform
Notera forst att faktorn w® kan flyttas ur den innersta summan. Om vi nu ser den innersta
summan som en endimensionell Fouriertransform b;; sa ar ax; en endimensionell transform av b;;.

e e
by = — E azw’ apl = — E biw™
N 7 N
=0 =0

Vi har alltsd utnyttjat att Fouriertransformen &r separabel. Ovanstaende ekvationer séger att
vi kan Fouriertransformera tvadimensionella data genom att forst transformera varje kolumn i
matrisen (a;;) och sedan transformera raderna i den resulterande matrisen (b;;) (eller tvirtom om
man vill det). Algoritmen blir da

2D-FFT(ao,0,00,1,---,an-1,N-1,N) =
fori+0to N -1
bio,...,bin—1 4 FFT(a;0,ai1,...,0iN-1,N)
fori<0to N —1
Coiy- s CN—1,i < FFT(bo i, b14,...,bn-1,i, N)
return €0,0,€0,15-+--3CN—1,N—1

FFT anropas 2N ganger. Eftersom varje anrop tar O(N log N) blir totaltiden O(N?log N). O

Losning till Bindrtrdd med speglad struktur

Vi anvinder dekomposition for att stega oss ner i bada trdden samtidigt. For att trdden ska
vara varandras spegelbilder maste vénstra deltriadet till férsta tradet vara spegelbilden av hogra
deltrddet till andra tréddet och hogra deltradet till forsta tradet vara spegelbilden av véinstra
deltridet till andra tridet. Basfallet blir att minst ett av trdden &dr tomt. I sa fall 4r trdden
spegelbilder av varandra bara om bada traden &r tomma.

SpegladeTrad(7y,1>)=
if 71 =NIL or 75 =NIL then
return 77 =NIL and 75 =NIL
return SpegladeTrad(T:.left,T5.right) and SpegladeTrad(7:.right,T5.1eft)
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Eftersom funktionen kommer att anropas (hogst) en gang for varje deltrdd (rot) och arbetet i
ett funktionsanrop forutom rekursionen ar konstant sa blir komplexiteten linjér i trddens storlek.

Det &r 14tt att inse att algoritmen ar korrekt med hjilp av sa kallad strukturell induktion, det
vill sdga induktion 6ver tradens struktur. Vi kollar forst att basfallet stdmmer (om ena trédet ar
tomt s& maste ocksa det andra trédet vara tomt for att dom ska vara spegelbilder) och kollar sedan
att induktionssteget stimmer (om forsta triadets vinstra deltrad dr spegelbilden av andra triadets
hogra deltrad och forsta tréadets hogra deltrad &r spegelbilden av andra tréadets vinstra deltrad sa
méaste traden vara varandras spegelbilder). o

Losning till Partyproblemet
Anta att listan med vilka géster som kéinner varandra bestar av m stycken rader. Det &ar enkelt
att representera indata som en graf G = (V, E') dér varje person motsvarar ett horn och varje kant
(z,y) motsvarar att person x och y kinner varandra. Representera grafen med kantlistor.

Den sokta 1osningen dr den storsta (inducerade) delgrafen dar varje horn har gradtal minst k.
Vi kan hitta denna delgraf genom att plocka bort varje horn som har gradtal mindre &n k. Nar
ett horn plockas bort tas samtidigt alla kanter till hrnet bort, varfér andra hérn far lagre gradtal
och kan behdva plockas bort. Detta implementeras enklast med en variabel d, i varje hérn x som
haller reda pa det aktuella gradtalet och som uppdateras varje gang en kant till det hornet plockas
bort. Lat oss ocksa ha en ké Q dar vi lagger alla horn som har gradtal mindre &n k i vintan pa
att deras kanter ska plockas bort.

foreach z € V do
if d; < k then Q.Put(z)
while not Q.Empty() do
z + Q.Get()
foreach (z,v) € z.kantlista do
if d, > k then
dy < dy — 1
if dy, < k then Q.Put(v)
write 'Losningen bestar av:’
foreach z € V do
if d. > k then write x

Notera forst att sa fort d, blir mindre dn k sa ldggs hornet v in i kdn och efter att det hamnat
dér s& kommer inte d, att dndras mer (pa grund av if-satsen). Eftersom det finns n horn och varje
hérn behandlas ett konstant antal ganger (initiering av Q, kdinséttning, kdutplockning, utskrift),
och eftersom det finns m kanter och varje kant behandlas hogst tva ganger (den forekommer i tva
kantlistor) s& blir totala komplexiteten O(n + m), alltsa linjért i indatas storlek.

Det ar enkelt att se att algoritmen &r korrekt eftersom varje horn som skrivs ut i 16sningen
fortfarande har minst & grannar kvar i grafen, och inget hérn som inte har farre &n k grannar kvar
i grafen har plockats bort under algoritmens gang. O
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Algoritmer, datastrukturer och komplexitet, hosten 2015
Uppgifter till 6vning 7

Probabilistiska algoritmer, reduktioner

Skipplistor Sannolikheten p att ett element pa niva i i en skipplista ocksa finns pa niva i + 1 kan
man variera efter behov. Pa sida 5 i skipplistartikeln analyseras hur sokstigens férvéantade
langd och det forvintade antalet pekare i ett element beror av p. Dar framgar att kortaste
sokstigen fas om p = 1/e & 0.3679. Varfor kan det trots detta vara béttre att vilja p = 1/2
eller p = 1/47

Verifikation av matrismultiplikation Snabbaste kinda metoden fér multiplikation av tva n x
n-matriser &r O(n?37%). Visa att det gar att probabilistiskt verifiera en matrismultiplikation
i kvadratisk tid. Nédrmare bestéimt, konstruera en Montecarloalgoritm som i tid O(kn?)
verifierar att AB = C och har en felsannolikhet pa hogst 275,

Reduktion som ger negativt resultat Att hitta medianelementet (det [n/2]e minsta elemen-
tet) av n positiva heltal kraver minst 2n jamforelser i varsta fallet. Utnyttja detta resultat for
att bestimma en undre grins for antalet jamforelser som kravs for att hitta det [n/2] + 10e
minsta elementet.

Reduktion som ger positivt resultat Ett ofta anvindbart sétt att I6sa problem pa ar att hitta
en reduktion till ett problem som man redan vet hur man ska 16sa. Du ska nu anvinda denna
metod for att 16sa kantsammanhé&ngandegradsproblemet som definieras pa foljande sétt.

INMATNING: En sammanhéngande oriktad graf G = (V, E) och ett positivt heltal
K mellan 1 och |V].

PRrROBLEM: Ar det tillrickligt att ta bort K kanter fran grafen G for att gora den
osammanhéngande (dvs uppdelad i flera ssmmanhéngande komponenter)?

Formulera optimeringsproblem som beslutsproblem Jobbmaskningsproblemet definieras som
ett optimeringsproblem pa féljande satt:

Indata: Arbetsdagens lingd T och n arbetsuppgifter. Uppgift ¢ tar tiden ¢; och kréver
arbetsinsatsen w;. Alla tal &r positiva heltal.

Losning: Ett urval av arbetsuppgifterna D C [1..n] som tillsammans fyller ut en arbetsdag,
det vill siga >, pt; > T.

Malfunktion: Den arbetsinsats som krivs for att utfora dagsverket D, alltsa >, w;.
Mal: Minimera méalfunktionen, alltsa hitta det dagsverke som kréver minst arbetsinsats.
a) Formulera optimeringsproblemet som ett beslutsproblem. Utvidga indata med ett mal-
varde I for arbetsinsatsen och formulera en fraga som har svaret ja eller nej.

b) Turingreducera optimeringsproblemet till beslutsproblemet, det vill sdga visa hur man
kan 16sa optimeringsproblemet med hjilp av en algoritm som léser beslutsproblemet.
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Reduktioner mellan besluts-, optimerings- och konstruktionsproblem Anta att algorit-
men GraphColouring(G,k) pa tid T(n) (ddr n 4r antalet horn i G) svarar 1 omm hornen i
G kan fargas med k farger utan att nagon kant har likfargade dndpunkter.

a) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n hérn bestdmmer det minimala
antalet farger som behdvs for att farga G. Tiden ska vara O(logn - T'(n)).

b) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n hérn firgar hérnen med minimalt
antal farger i tid O(P(n)T'(n)) dar P(n) ar ett polynom.

Losningar

Losning till Skipplistor

Det beror pa att man vill snabbt kunna berdkna RANDOMLEVEL, alltsa pa vilken niva ett nytt
element ska in. Om p = 2% sa kan detta goras effektivt. Man liser helt enkelt k bitar av en
slumpstrang (en strém av bitar) och kollar till exempel om alla k bitarna &r 1. O

Lo6sning till Verifikation av matrismultiplikation
Idé: slumpa fram en n-vektor r € {0,1}", berdkna a = C or och b = Ao (B or) och verifiera att
a=bhb.

Om AB = C sa blir alltid a =b. Om AB # C sa &r D = AB — C # 0. D& maéste det finnas
nagot index 4 i r som paverkar virdet av Dr om man byter r[i] sd att det blir 1 om det var 0 och 0
om det var 1. Alltsa, om algoritmen slumpar fram elementen i vektorn r med sannolikhet 1/2 for
0 och 1/2 for 1 s kommer ABr # Cr med sannolikhet minst 1/2. Om vi upprepar detta k ganger
kommer sannolikheten for att algoritmen blir lurad alla k gangerna vara mindre &n (1/2).

Algoritmen blir alltsa:

VerifyMult(n, A, B,C, k) =
for i <1 to k do
r < slumpvektore {0,1}"
a«<Cor
b+ Ao(Bor)
if a # b then return false
return true

Tidskomplexiteten blir O(kn?) eftersom algoritmen gor k varv och i varje varv gors tre matris-
vektormultiplikationer som tar O(n?). O

Losning till Reduktion som ger negativt resultat

Reducera medianproblemet till det nya problemet genom att lagga till s& manga ettor till indata
s& att det tidigare medianelementet nu &r det [m/2] + 10e minsta elementet, dir m &r antalet
element efter det att ettorna lagts till. Det betyder att vi maste lagga till 20 ettor och m = n + 20.
Den undre grénsen 2n blir ddrmed uttryckt i m: 2n = 2m — 40. m]
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Losning till Reduktion som ger positivt resultat

Forst bor vi forsoka forsta problemet. Anta att X &r en minimal kantméngd vars borttagande gér G
osammanhéngande. (Detta ska tolkas som att ingen strikt delméngd av X uppfyller detsamma.) Da
giller att G uppdelas i tvd komponenter, och alla kanterna i X gar mellan dessa tva. (Annars skulle
ju X inte vara minimalt.) X svarar alltsd mot ett snitt i grafen (en uppdelning av hérnméngden i
tva delar). Antalet kanter i X kan séigas vara snittets storlek. Detta innebér att det minsta antalet
kanter som vi maste ta bort for att G ska bli osammanhédngande — kalla detta A(G) — é&r lika
med storleken pa ett minsta snitt (V1,V2) i G.

Minimalt snitt dr ju samma som maximalt fléde. Vi ska darfor forséka reducera kantsamman-
héngandegradsproblemet till maximalt flode mellan tva hérn s och ¢ i en graf. Om vi utékar G
till en flodesgraf G’ genom att ge varje kant dubbelriktad kapacitet 1, si kan vi alltsd finna A(G)
genom att berdkna maxflodet fran s till ¢ f6r olika s och ¢. Vi behdver dock inte variera bada dessa.
Om vi véljer s godtyckligt s& maste det hora till nagon av méngderna Vi och V, ovan. Genom
att variera ¢ 6ver alla hérn utéver s kommer sa vi garanterat att triffa ndgot horn i den andra
méngden. Slutsatsen blir alltsé att for ett godtyckligt horn s géller

AMG) = min {MaxFlow(G,s,t)}.
(G) tegli?s}{ axFlow(G', s, 1)}

Om vi ska vara noggranna s& var nu uppgiften att avgora om K > A(G). Vi kan alltsi svara
NEJ om K < MaxFlow(G', s,t) for alla t € V — {s} och JA annars.

Flodesalgoritmen anropas V| — 1 ganger. Varje flodesberiikning kan géras i tid O(|V|?) (vilket
man inte behéver kunna utantill). Alltsa blir komplexiteten for var algoritm O(|V]?). m|

Losning till Formulera optimeringsproblem som beslutsproblem

a) Indata: Arbetsdagens lingd T', malet I och n arbetsuppgifter. Uppgift i tar tiden ¢; och
kraver arbetsinsatsen w;.

Fraga: Finns det en delméngd D C [1..n] sa att ), pt; > T och > .. yw; <17

b) Anta att Jobbmaskning(7', I, n, {t;}, {w;}) dr en algoritm som loser beslutsproblemet. Opti-
mala totala arbetsinsatsen maste vara ett heltal mellan 0 och ), ., w;. GOr en binérsok-
ning mellan dessa extremvérden efter det minsta vérde I som Jobbmaskning(7T’, I, n, {t;}, {w;})
svarar ja for.
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Losning till Reduktioner mellan besluts-, optimerings- och konstruktionsproblem

a)

Vi vet att antalet farger &r mellan 1 och n. Anvénd bindrsékning i detta intervall for att
med hjéilp av algoritmen GraphColouring hitta ett k s& att GraphColouring(G, k) = 1 och
GraphColouring(G, k—1) = 0. Detta innebdr namligen att minimala fargningen har k firger.

Det behovs logn halveringar av n for att komma ner till 1. Tidskomplexiteten blir dérfér
O(logn - T(n)).

Hitta forst det minimala antalet farger £ med metoden ovan. Vi vill farga hornen i G med
farger med nummer 1 till k. Féljande algoritm gor det:

CreateColouring(G = (V, E), k)=
u < forsta hornet i V'
C <+ {u};u.colour < k
foreach v € V — {u} do
if (u,v) ¢ E then
if GraphColouring((V, EU {(u,v)}),k) =1 then E + E U {(u,v)}
else C «+ C U {v};v.colour + k
if k > 0 then CreateColouring((V — C,E),k — 1)

GraphColouring anropas hégst en gang for varje par av horn i grafen. Tidskomplexiteten for

hela algoritmen blir dérfor O(logn - T'(n) +n? - T(n)) = O(n? - T(n)). -
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Oavgorbarhet

Ovningens ena timme dgnas at genomgang av méstarprov 1.

Oavgorbarhet 1 Problemet orm i kakel tar som indata en méngd T av kakelplattstyper och tva
punkter p; och po i planet. Fragan &r om det géar att anvindande endast kakeltyper i T' kakla
en orm som ringlar sig fran p; till po, som inte bryter kakelmonstret nagonstans och som
hela tiden haller sig i det 6vre halvplanet.

Ar foljande varianter av ormproblemet avgorbara eller oavgérbara?
a) Indata utvidgas med en fjirde parameter, en kakeltyp ¢ € T. Forsta kakelplattan (den
som técker p1) maste vara av typ t.

b) Indata utvidgas med ett tal N och fragan utvidgas med bivillkoret att ormen méaste
besta av hogst IV plattor.

¢) Indata utvidgas med ett tal N och frigan utvidgas med bivillkoret att ormen maste
besté av atminstone N plattor.

Oavgorbarhet 2 Finns det nagot explicit program P sa att det givet y &r avgorbart huruvida P
stannar pa indata y?

Oavgorbarhet 3 Finns det nagot explicit program P sa att det givet y ar oavgorbart huruvida
P stannar pa indata y?

Oavgorbarhet 4 Om programmet x stannar pd tomt indata si later vi f(x) vara antalet steg
innan det stannar. Annars sétter vi f(z) = 0. Definiera nu MR(y), den maximala kortiden
over alla program vars bindra kodning dr mindre an y.

MR(y) = max f (x),

z<y

Ar MR berikningsbar?

Oavgorbarhet 5 Visa att funktionen MR i foregaende uppgift vixer snabbare &n varje rekursiv
funktion. Visa nirmare bestdmt att for varje rekursiv funktion g finns ett y s& att MR(y) >

9(y)-

Oavgorbarhet 6 Anta att en turingmaskin M, indata X (som stér pa bandet fran borjan) och
en heltalskonstant K &r givna. Ar foljande problem avgorbart eller oavgorbart?

Stannar M pa indata X efter att ha anvint hogst K rutor pa bandet (en anvind ruta far
skrivas och lisas flera ganger)?
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Oavgorbarhet 7 En rekursivt uppriknelig mdngd definierades pa foreldsningen som ett sprak
som kan kinnas igen av en funktion vars ja-lésningar kan verifieras dndligt. En alternativ
definition &r en méngd som &r uppriknelig (elementen kan numreras med naturliga tal) och
kan produceras av en algoritm. Anvénd den senare definitionen och visa att varje rekursiv
mangd ocksa ar rekursivt uppraknelig.

Oavgorbarhet 8 Den diagonaliserade stoppmdngden bestar av alla program p som stannar pa
indata p. Visa att denna méangd &r rekursivt uppriknelig.

Losningar
Losning till Oavgoérbarhet 1

a) Oavgorbart. Vi reducerar orm-i-kakel till orm-med-speciell-borjan pé foljande sétt.

orm-i-kakel(T, p1,p2) =
fort € T do
if orm-med-speciell-borjan(T, p1,p2,t) then
return true
return false

b) Avgorbart. Vi behéver "bara” testa alla tankbara ormar av ldngd hogst N som bérjar i p; och
se om dom duger. Eftersom detta #r ett findligt antal (begriinsat av (3|T])V) si dr algoritmen
andlig och problemet avgdrbart.

c) Oavgorbart. Vi reducerar orm-i-kakel till orm-med-minsta-lingd pé foljande sétt.

orm-i-kakel(T, p1,p2) =
return orm-med-minsta-lingd (T, p1,p2, 1)

Losning till Qavgoérbarhet 2
Ja, det finns massor av sidana program. Ta till exempel det enkla programmet P(y) = return.
Det ar latt att se att P stannar pa alla indata. O

Losning till Oavgérbarhet 3

Ja. Lat till exempel P vara en interpretator och indata y vara ett program x foljt av indata g’ till
det programmet. Det betyder att P(y) beter sig precis som programmet x skulle géra pa indata
y’, och det ar ju oavgorbart huruvida ett program x stannar pa ett visst indata y’. a

Losning till Oavgoérbarhet 4

Nej, MR &r inte berdkningsbar. Vi vet att det ar oavgorbart huruvida ett program stannar pa
blankt indata (tomma stringen). Reducera dérfor detta problem till MR. Notera att MR(y) &r
det maximala antalet steg som varje program av ”storlek” hégst y behover innan det stannar om
det startas med blankt indata.
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StopBlank(y) =

s < MR(y)
if s = 0 then return false
else

simulera y pa blankt indata i s steg (eller tills y stannar)
if y stannade then return true
else return false

Om inte y har stannat inom s steg sa vet vi att den aldrig stannar. Eftersom StopBlank inte &r
berdkningsbar sa kan inte MR vara det heller. ]

Lo6sning till Oavgérbarhet 5

Anta motsatsen, dvs att det finns en rekursiv funktion g si att g(y) > MR(y) for alla y. Da
skulle vi kunna byta ut forsta satsen s < MR(y) i programmet i losningen till féregdende uppgift
mot satsen s < ¢(y) och programmet skulle #nd& fungera. Dessutom skulle programmet da bli
berdkningsbart vilket vi vet att det inte kan vara. Darfor har vi en motségelse och vart antagande
var alltsa falskt. m|

Losning till Qavgoérbarhet 6

Problemet &ar avgorbart. Eftersom turingmaskinen maste hélla sig inom K rutor pa bandet sa finns
det bara ett dndligt antal konfigurationer som turingmaskinen kan befinna sig i. Om maskinen
har m tillstand si dr antalet konfigurationer m - K - 3% (antalet tillstand ganger antalet mdjliga
positioner {or las- och skrivhuvudet ganger antalet méjliga bandkonfigurationer). Simulera darfor
turingmaskinen i m - K - 3% + 1 steg och kontrollera hela tiden att den inte ror sig utanfér dom K
rutorna pa bandet. Om turingmaskinen stannar inom denna tid svarar vi ja. Om turingmaskinen
inte stannat efter denna tid s& méaste den ha aterkommit till en konfiguration som den tidigare
varit i, och ddrmed ar den inne i en oéndlig slinga och vi kan tryggt svara nej. O

Lo6sning till Oavgérbarhet 7

Anta att S &r en rekursiv méngd. Det betyder att det finns en algoritm A(z) som talar om ifall
x € S. Elementen i S lagras naturligtvis som allt annat som binéra strangar. Foljande program
genererar mangden S:

for i <~ 0 to co do
if A(i) then write ¢

Lo6sning till Oavgérbarhet 8

for i < 0 to co do
for p <+ 0 to i do
simulera berdkningen p(p) under i steg
if p(p) stannar inom 7 steg then write p

Samma p kommer att skrivas ut manga ganger. Om man vill undvika det far man se till att bara
skriva ut p om antingen p(p) stannar pa exakt i steg eller p = i. |
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NP-fullstandighetsbevis

P& denna 6vning ar det ocksa inlAmning av skriftliga 16sningar av teoriuppgifterna till
labb 4 och muntlig redovisning av teoriuppgifterna.

Vad siger reduktionerna? A, B, C, D och E &r beslutsproblem. Anta att B &r NP-fullstandigt
och att det finns polynomiska Karpreduktioner mellan problemen si hir (en reduktion av A
till B tecknas har A — B):
A - B & C « D

0
E

Vad vet man da om komplexiteten for A, C, D och E? Satt ett kryss i tabellen nedan fér det
man sdkert vet och en ring i for det som dr mojligt men som man inte vet sékert.

ligger i NP | ar NP-fullstdndigt | &r NP-svart

= ol Q| =

Frekvensallokering Inom mobiltelefonin behéver man 16sa frekvensallokeringsproblemet som ly-

der pa foljande sédtt. Det finns ett antal sédndare utplacerade. Varje sidndare kan sénda pa
nagon av en given uppsattning frekvenser. Olika sdndare kan ha olika frekvensuppséttningar.
Vissa séndare ar sa néra varandra att dom inte kan sénda pa samma frekvens, for da skulle
dom stora varandra. (Detta beror faktiskt inte sd mycket pa avstandet som pa geografin —
om det finns nigot berg, hus eller liknande som skiirmar av.)
Man vet fran borjan vilka séndare som finns, vilken frekvensuppséttning varje sdndare har
och vilka par av sdndare som skulle stora varandra om dom sédnde pa samma frekvens. Pro-
blemet ar att avgora ifall det finns nagot mojligt val av frekvenser s& att inte nagon séndare
stor nagon annan.

a) Formulera detta problem som ett grafproblem

b) Visa att problemet ligger i NP genom att:

bl) Féresla vad en 16sning kan vara.

b2) Visa att om svaret ir ja s& kan 16sningen verifieras.

b3) Visa att verifikationen tar polynomisk tid.

¢) Visa att problemet &r NP-svart genom att:

cl) Hitta ett kiint NP-fullstdndigt problem att reducera.

¢2) Beskriv reduktionen mellan det kiinda problemet och frekvensallokeringsproblemet.
¢3) Visa att reduktionen &r polynomisk.

c4) Visa att reduktionen &r korrekt.

Darefter vet du att problemet &r NP-fullstdndigt!

Hamiltonsk stig i graf Visa att problemet HAMILTONIAN PATH &r NP-fullstdndigt. Problemet
ar att avgora ifall det finns nagon enkel stig som passerar alla hoérn i en graf.
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Spannande trdd med begrinsat gradtal Visa att foljande problem dr NP-fullstdndigt: Givet

en oriktad graf G = (V| E) och ett heltal k, avgor ifall G innehaller ett spinnande trad T' s&
att varje horn i trddet har gradtal hogst k.

Polynomisk reduktion Konstruera en polynomisk reduktion av 3CNF-sAT till EQ-GF[2], satis-

fierbarhetsproblemet for ett system av polynomekvationer éver GF[2] (allts& heltal modulo
2).

Ar en Eulergraf k-firgbar? Manga problem av typen avgor om grafen G har egenskapen e kan

eventuellt forenklas om vi antar att grafen har nagon speciell annan egenskap. Vi ska studera
ett specialfall. Vi sdger att en sammanhéngande graf &r en Fulergraf om varje horn i grafen
har jdmn grad. Vi vill nu avgéra om en sadan graf ar k-fargbar. Vi har ndrmare bestdmt
féljande problem:

INDATA: En Eulergraf G och ett heltal k.
UTDATA: JA om grafen ar k-fargbar. NEJ annars.

For k < 2 finns det en polynomisk algoritm for att avgora fargbarhet f6r generella grafer. Vi
antar darfor att £ > 3. Avgor nu om det finns en polynomisk algoritm for att 16sa ovanstaende
problem eller om problemet &r NP-fullstdndigt.

Losningar

Losning till Vad sédger reduktionerna?

ligger i NP | ar NP-fullstandigt | &r NP-svart
A X o o}
C X X X
D X o) o
E o) o) X

Losning till Frekvensallokering

2)

Formulera frekvensallokeringsproblemet som ett grafproblem.

Lat hornen motsvara séndare och kanter motsvara sdndare som stor varandra. Varje horn
v; &r mérkt med en frekvensuppsittning F;. Fragan dr om det gar tilldela varje hérn en
frekvens fran dess frekvensuppséttning sa att inga hérn som ar forbundna med en kant har
samma frekvens.

Visa att grafproblemet ligger i NP.

bl) En 16sning ar lampligen en frekvenstilldelning till varje horn.

b2) G& igenom varje horn och verifiera att dess frekvens ar med i frekvensuppséttningen. Ga
ocksa igenom varje kant och verifiera att &ndpunkternas frekvenser &r olika.

b3) Verifikationen tar linjir tid i grafens storlek.
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c¢) Visa att grafproblemet dr NP-svart.
cl) Vi provar att reducera k-fargningsproblemet.
c2)

k-fargning(G, k) =
for varje horn v; i grafen G
FZ(—{I,,IC}
return frekvensallokering(G, { F;})

¢3) Reduktionen skapar bara en k-méngd for vart och ett av hornen. Den &r alltsd uppenbart
polynomisk.

c4) Visa nu att det finns en k-firgning av grafen G om och endast om det finns en tillaten
frekvenstilldelning till G dér alla hoérn har frekvensuppséttningen {1,...,k}.

Anta att vi har en k-fargning av G. Numrera fargerna 1 till k. Om ett hérn har fatt farg ¢
s& later vi motsvarande horn (sdndare) i frekvensallokeringsproblemet fa frekvensen i. Detta
blir en tillaten frekvenstilldelning eftersom vi har utgatt fran en tillaten k-fargning.

At andra hallet: anta att vi har en tillaten frekvenstilldelning. Vi far en k-fargning genom
att lata ett horn fa farg ¢ om motsvarande séndare har fatt frekvens i.

Solution to Hamiltonsk stig i graf

A Hamiltonian path is a simple open path that contains each vertex in a graph exactly once.
The HAMILTONIAN PATH problem is the problem to determine whether a given graph contains a
Hamiltonian path.

To show that this problem is NP-complete we first need to show that it actually belongs to
the class NP and then find a known NP-complete problem that can be reduced to HAMILTONIAN
PaTH.

For a given graph G we can solve HAMILTONIAN PATH by nondeterministically choosing edges
from G that are to be included in the path. Then we traverse the path and make sure that we visit
each vertex exactly once. This obviously can be done in polynomial time, and hence, the problem
belongs to NP.

Now we have to find an NP-complete problem that can be reduced to HAMILTONIAN PATH.
A closely related problem is the problem to determine whether a graph contains a Hamiltonian
cycle, that is, a Hamiltonian path that begin and end in the same vertex. Moreover, we know that
HaMILTONIAN CYCLE is NP-complete, so we may try to reduce this problem to HAMILTONIAN
Parn.

Given a graph G = (V| E) we construct a graph G’ such that G contains a Hamiltonian cycle
if and only if G’ contains a Hamiltonian path. This is done by choosing an arbitrary vertex u in
G and adding a copy, v/, of it together with all its edges. Then add vertices v and v’ to the graph
and connect v with v and v’ with ’; see Figure 2 for an example.

Suppose first that G contains a Hamiltonian cycle. Then we get a Hamiltonian path in G’
if we start in v, follow the cycle that we got from G back to u’ instead of u and finally end in
v’. For example, consider the left graph, G, in Figure 2 which contains the Hamiltonian cycle
1,2,5,6,4,3,1. In G’ this corresponds to the path v,1,2,5,6,4,3,1',v'.

Conversely, suppose G’ contains a Hamiltonian path. In that case, the path must necessarily
have endpoints in v and v’. This path can be transformed to a cycle in G. Namely, if we disregard
v and v, the path must have endpoints in v and v’ and if we remove u’ we get a cycle in G if we
close the path back to u instead of /.

The construction won’t work when G is a single edge, so this has to be taken care of as a
special case. Hence, we have shown that G contains a Hamiltonian cycle if and only if G’ contains
a Hamiltonian path, which concludes the proof that HAMILTONIAN PATH is NP-complete. O
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Figur 2: En graf G och hamiltonstigsreduktionens konstruerade graf G'.

Solution to Spidnnande tridd med begrénsat gradtal
In this solution we use the alternative (original) definition of NP as nondeterministic polynomial
time. First note that the problem can be solved by the following nondeterministic algorithm:

1. For each edge in F, choose nondeterministically if it is to be included in T'.
2. Check that T is a tree and that each vertex has degree less than k.

This means that the problem is in NP. Now we need to reduce a problem known to be NP-complete
to our spanning tree problem. In this way we can state that determining whether a graph has a
k-spanning tree is at least as hard as every other problem in NP.

Consider the problem HAMILTONIAN PATH that was shown to be NP-complete in the previous
exercise. Can we reduce this problem to the spanning tree problem? That is, can we solve HA-
MILTONIAN PATH if we know how to solve the spanning tree problem? We claim that we can and
that G has a Hamiltonian path if and only if it has a spanning tree with vertex degree < 2.

It is easy to see that such a spanning tree is a Hamiltonian path. Since it has degree < 2 it
cannot branch and since it is spanning only two vertices can have degree < 2. So the spanning
tree is a Hamiltonian path. If, on the other hand, G contains a Hamiltonian path, this path must
be a spanning tree since the path visits every node and a path trivially is a tree.

We have reduced HAMILTONIAN PATH to the spanning tree problem and, therefore, our problem
is NP-complete. O

Solution to Polynomisk reduktion
Suppose we have a formula ¢ € 3CNF-SAT, for example

o(x1, 22, 23,24) = (21 V22 VT3) A (22 Va3 VTL) A (TTV 23V 24)

Reducing 3CNF-SAT to EQ-GF[2] means that, for every formula ¢, we can create an equation that
is solvable if and only if ¢ is satisfiable. Now, ¢ is only satisfiable if every clause can be satisfied
simultaneously, so let’s start with finding an equation for an arbitrary clause (z V y V z), where
x,y and z are considered as literals rather than variables. For a start, the clause is satisfiable with
one of the literals set to true, so in that case the equation x 4+ y + z = 1 is also solved. But this
fails if two literals are true! We can fix this by adding three more terms, where one and only one
is 1 if two variables are 1. We get

r+y+ztrzytyzt+az=1
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Again, this is not complete. if all variables are set to 1, it fails. Of course, the solution is to add a
term for this case, zyz. Our result is

r+y+z+ay+tyz+rzt+ayz=1

If one of the literals in the clause happened to be inverted, e.g. we have T instead of z, replace x
by (1 + ) in the equation. The first clause in the example would be turned into

xr1 + 20 + (1 +£L'3) + x122 +£L‘1(1 +£L'3) +£L‘2(1 +£L'3) +£L‘1$2(1 +$3) =1

We are now ready to create an equation from an arbitrary 3-CNF formula ¢. For every clause
; in @, create a corresponding equation @);. Our claim is that this system of equations is solvable
if and only if ¢ is satisfiable and we must prove that this is correct.

To begin with, we note that (1+ ) is a proper way to handle inverses, 1+1=0and 14+0 =1,
so in the following we will only consider literal values and not variables.

1. (<) If an equation in Q); is satisfiable, then there exists an assignment to the variables such
that each left hand expression is summed to 1. Hence, at least one of the literals is 1 and the
corresponding literal in the boolean formula set true would make it’s clause satisfied. The
equation system (; being satisfied means that each equation is satisfied and consequently is
each clause in  satisfied.

2. (=) When ¢ is satisfied, we have an assignment on the variables such that each clause is
satisfied. There are three cases for the clauses, (i) one literal is true, (ii) two literals are true
and (iii) three literals are true. By construction, the corresponding equations are all satisfied.

O

Losning till Ar en Eulergraf k-firgbar?

Problemet ar NP-fullstdndigt. Det dr enkelt att verifiera om en 16sning ar en korrekt fargning sa
problemet ligger i NP. For att visa fullstdndighet reducerar vi det generella k-fargningsproblemet
till vart problem. Vi antar att £ > 3. Anta att vi har en graf G. Vi gér om den till en Eulergraf
G’ pa foljande sitt: Det méste finnas ett jamnt antal horn med udda grad. Dela in dessa horn i
par. For varje par infors ett nytt hérn. Till detta hérn dras tva kanter, en fran vart och ett av de
gamla horn som genererat det nya hornet. Grafen G plus de nya hérnen och kanterna utgor grafen
G'. Det ar latt att se att G’ ar en Eulergraf.

Vi visar nu att G ar k-firgbar < G’ ar k-fargbar. Anta att f &r en firgning av G, det vill
siga att varje horn x far en farg f(x). Vi definierar da en k-fargning f’ av G’ pa foljande sétt:
Om z &r ett horn i G’ som ocksa tillhor G sitts f/(x) = f(z). Om z inte tillhér G sa finns det
tva grannhorn y och z i G. Vi sétter da f(x) till ndgon annan ledig fiarg dn f(y) och f(z). (Det ar
mojligt att gora det eftersom k > 3.) Implikationen 4t andra héllet ar trivial. a
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NP-fullstandiga problem

Konstruera kappséckslésning Kappsicksproblemet dr ett vilkidnt NP-fullstdndigt problem (se
foreldsning 21). Indata &r en méngd P med prylar med vikt w; och vérde v;, en kappsécks-
storlek S och ett mal K. Fragan i kappsicksproblemet &r ifall det gar att védlja ut prylar av
sammanlagt virde minst K sé& att deras sammanlagda vikt dr hogst S. Alla tal i indata &r
ickenegativa heltal.

Anta nu att vi har en algoritm A som loser ovanstidende beslutsproblem. Konstruera en
algoritm som med hjalp av anrop till A 16ser det konstruktiva kappsédcksproblemet, det vill
sdga med samma indata som A dels besvarar kappsécksproblemet och dels, ifall svaret &r
ja, talar om precis vilka prylar som ska packas ned i kappsécken. Algoritmen far anropa A
O(]P|) ganger men far i 6vrigt inte ta mer &n polynomisk tid.

Du ska alltsd konstruera och analysera en turingreduktion av det konstruktiva kappsécks-
problemet till det vanliga kappsicksproblemet (som ar ett beslutsproblem).

Tillforlitlighet hos Internet Det hénder alltfor ofta att datorer eller enskilda férbindelser mel-
lan datorer ar trasiga. For att detta inte ska stora méjligheten att kommunicera inom resten
av Internet vill man att det ska finnas alternativa viagar mellan varje par av datorer i nitet.
Om det till exempel finns tre olika vigar genom Internet fran datorn A till datorn B och
dessa vigar dessutom &r helt disjunkta (utom #ndpunkterna) s& kan tva stycken datorer,
vilka som helst, forsvinna utan att mojligheten att kommunicera mellan A och B férsvinner.

I det hér problemet tédnker vi oss Internet som en oriktad graf dar hérnen motsvarar datorerna
i Internet och varje kant (X,Y) motsvarar en mdjlig direktforbindelse mellan datorerna X
och Y. For varje par av datorer (X,Y") har vi ocksd en 6nskad tillférlitlighet T'(X,Y") som
anger hur manga disjunkta vigar det ska finnas i Internet mellan X och Y. Till sist finns
det en budget B som anger hur méanga direktférbindelser man har rad att konstruera.

Fragan ar: gar det att plocka ut en delgraf bestaende av B kanter s& att det for alla par av
horn (X,Y) finns minst T(X,Y") disjunkta stigar i delgrafen mellan X och Y.

Visa att detta problem adr NP-fullstdndigt!

Hastads leksaksaffar Hastads leksaksafféar séljer ett pussel som bestar av en lada och ett antal
kort, se figur 3. Kort kan placeras i ladan pa tva sétt, med framsidan upp eller med baksidan
upp, eftersom det finns urgropningar i korten som méste passa in i lister som sitter i ladan.
P& varje kort finns tva kolumner med hal, men vissa av halen &r igenfyllda. Malet med pusslet
ar att lagga korten i ladan pa ett sant sitt att hela botten técks; for varje halposition maste
alltsa atminstone ett av korten ha ett igenfyllt hal.

Bevisa att spraket Toys = {(c1,ca, ..., cn): (¢; beskriver kort) A (det gar att 16sa pusslet)}
ar NP-fullstandigt.

Processorschemaléggning Givet n jobb som ska exekveras och ett tillrackligt antal processorer.
Varje jobb tar en tidsenhet att utfora. Det finns ocksa villkor pa formen jobb i kan inte
exekveras samtidigt som jobb j. Vi kallar problemet att avgora ifall det gar att schemalidgga
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Figur 3: Hastads pussel. Ladan med tre lister, ett kort med hal och urgrépningar samt samma
kort lagt med baksidan upp.

jobben sa att alla jobb kan exekveras pa tre tidsenheter for SCHEDULE. Visa att detta
problem &r NP-fullstdndigt.

Ar problemet fortfarande NP-fullstindigt om vi kréver att jobben ska vara exekverade efter
k tidsenheter dir k& > 3? Ar det sant for k = 27

Losningar

Losning till Konstruera kappséckslésning

Kappséack(P,S,K)=
if not A(P,S,K) then return "Ingen 1l6sning"
foreach p in P do
if A(P-p,S,K) then P:=P-{p}
return P

Algoritmen anropar A hogst |P| + 1 génger. Den returnerade méngden P &r en 16sning for den
uppfyller f6ljande tva kriterier.

e P innehdller inga éverflodiga element eftersom forslingan 16per 6ver alla element i P, och i
varje varv kollas om elementet p ar 6verflodigt; om det &r det plockas det bort ur P.

e P innehdller en losning eftersom detta dr en invariant for slingan. Om man kommer till
slingan &ar detta uppfyllt, och efter varje varv i slingan &r det uppfyllt.

Ledning till Tillférlitlighet hos Internet
Reducera problemet Hamiltonsk krets.

Solution to Hastads leksaksaffir
Given cards in the box you can just by a glance verify that every hole position is covered. Thus
the problem is in NP.

What remains is to show that every problem in NP can be reduced to Tovs. We do that by
reducing CNF-SAT, known to be NP-complete, to TOYs. More precise, we must show that every
CNF-formula

=0 VIEhV.. V)ALV V)N AGL)

with n variables and m clauses reduced to a problem ~ in TOYS is satisfiable if and only if v is
solvable. Consider the following rules.

1. Variable z; corresponds to a card c;.
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2. There are two columns with m positions on every card, so there is one row for each clause.

If ; occurs in clause j then the hole in position j in the left column is covered.

- W

If Z; occurs in clause j then the hole in position j in the right column is covered.
5. There are holes in all other positions.
6. There is an additional card c¢,1; with holes only in the left column.

If ¢ is satisfied for an assignment of z1, . .., z, then the corresponding puzzle + is solvable, because
if z; = 1 then card ¢; can be put down "right side up” and thus covering the holes in the left column
corresponding to the clauses x; satisfies. If £; = 1 then the card ¢; should be placed "up-side-down”
and in the same way covering holes. Since the formula was satisfied, every clause must be satisfied
and therefore the left holes in every row are covered. The extra card ¢,1 is used for covering the
holes in the right column that might occur when all variables in a clause are set to 1, so all right
holes are covered too.

Conversely, if the puzzle 7 is solved, we can easily find an assignment to z1,...,x, satisfying
 from the following rule:

S { 1, if ¢; is right side up
71 0, otherwise

We also need to check the placing of the extra card; if it is up-side-down we simply invert the

assignment of all variables. When all holes are covered we also have, by construction, that all
clauses are satisfied. We have shown that CNF-SAT can be reduced to TOYS. O

Solution to Processorschemaléggning
First we need to show that the problem is in NP. This is true because we can guess a scheduling
of the jobs and then easily verify that it is valid.

Next, to prove that SCHEDULE is NP-complete, we have to reduce an NP-complete problem to
it. We choose to reduce the NP-complete problem 3-COLORING to SCHEDULE. This means that,
given a graph G = (V, E), we want to create an instance of SCHEDULE such that the graph can
be colored with 3 colors if and only if the jobs can be scheduled in 3 time units.

We create a job for each vertex in the graph and if the vertex ¢ is a neighbor to the vertex j
we add the condition that job ¢ can not be executed at the same time as job j. Let each color
correspond to a time unit. Then we claim that the graph can be colored with 3 colors if and only
if the jobs can be executed in 3 time units. First, if the graph can be colored with 3 colors let C
be the vertices that is colored with the first color. There is no edge between the vertices in C; and
hence the corresponding jobs can all be executed in the first time unit. The same is true for colors
2 and 3 which gives that all jobs can be executed in 3 time units. On the other hand, if the jobs
can be executed in 3 time units, the vertices that correspond to the jobs in each time unit can be
given one color so that the graph can be 3-colored.

In this way we have reduced 3-COLORING to SCHEDULE and, consequently, SCHEDULE is NP-
complete.

With the same argument we can reduce k-COLORING to SCHEDULE with & time units so that
the latter problem is NP-complete for & > 3.

If we have 2 time steps, the problem can be solved by performing the reduction in the opposite
way. That is, given the jobs and the conditions, we construct a graph which we then try to color
with 2 colors. This can be done in linear time with depth first search, since if a vertex v has color
1, all neighbors to v must have color 2. ]
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Uppgifter till Gvning 11

Approximationsalgoritmer

Approximation av oberoende mingd Lat INDEPENDENT SET—B vara problemet att hitta
en maximal mingd oberoende hérn i en graf vars gradtal (i varje hérn) dr begridnsat av
konstanten B. Visa att detta problem ligger i APX, det vill siga kan approximeras inom
nagon konstant i polynomisk tid.

Probabilistisk alla-inte-lika-satisfiering Det NP-svara problemet MAX NOT-ALL-EQUAL 3-
CNF SAT definieras pa foljande sétt.

INMATNING: En CNF-formel som bestar av klausulerna ¢y, ca,. .., ¢, dir varje
klausul ar en disjunktion av exakt tre literaler (variabler eller negerade variabler).
Variablerna heter z1, xo,...,x,.

LOsNING: En variabeltilldelning.

MALFUNKTION: Antalet klausuler som innehaller minst en sann literal och minst
en falsk literal.

PROBLEM: Maximera malfunktionen.

Eftersom detta problem &r NP-svart s& vill vi ha en algoritm som approximerar det in-
om en konstant i polynomisk tid. Konstruera en probabilistisk approximationsalgoritm for
problemet som ger en férvintad approximationskvot pa 4/3. Analysera din algoritms tids-
komplexitet och férvantad approximationskvot. Du behdver inte slumpeliminera algoritmen.

Approximation av linjira olikheter MAX SAT LRZ (maximum satisfiable linear subsystem)
ar problemet att, givet en uppsittning linjira olikheter av typen > (till exempel 2z, —
8x3 + 3xg > 3), hitta en variabeltilldelning som satisfierar s& ménga olikheter som mojligt.
Konstruera en approximationsalgoritm som approximerar Max SAT LRZ inom faktorn 2.

Ovre grins for approximation av homogena bipolira olikheter
Max HoMm BipoLAR SAT LRZ (maximum homogeneous bipolar satisfiable linear subsystem)
dr samma problem som MAX SAT LRZ men variablerna far bara anta virdena 1 och —1,
och alla olikheter &r homogena, det vill sdga saknar konstanttermer (har noll i hogerledet).

Visa att MAX HoM BIPOLAR SAT LRZ kan approximeras inom faktorn 2 och att
Max HoMm BIPOLAR SAT LR~ kan approximeras inom 4.

Undre griins fé6r approximation av binira olikheter MAX BINARY SAT LRZ (maximum
binary satisfiable linear subsystem) #r samma problem som MAX SAT LRZ dér variablerna
bara far anta virdena 0 och 1.

Visa att MAX BINARY SAT LRZZAPX.
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Losningar

Losning till Approximation av oberoende méangd
Givet en graf G = (V, E) vars gradtal dr begrinsat av B, konstruera en oberoende mingd horn
pa foljande satt.

V<0

WV

for v € W do
V'« V'U{v}
WW—{weW: (w,v) € E} —{v}

Efter algoritmen ar V'’ en oberoende mangd horn. Det ar ocksé latt att se att V'’ ar en dominerande
méngd. Den optimala oberoende méngden horn V), kan hégst vara B ganger storre én [V']. For att
se detta beh6ver man bara titta pé ett av hornen i V’ och dess grannar i V. Om alla dess grannar
dr med i V), sa blir det B stycken, och virre kan det inte bli. Eftersom V' dr en dominerande
méngd maste varje hérn i V), antingen vara med i V' eller vara granne till ett hérn i V'. Det
betyder att Vo'pt ar hogst B ganger storre dn V', det vill siga att approximationskvoten dr B, som

ar en konstant. O

Losning till Probabilistisk alla-inte-lika-satisfiering

Algoritmen &ar helt enkelt: sétt varje variabel till ett slumpmaéssigt valt virde. Det ska vara lika
sannolikt att variabeln sdtts till sant som till falskt. Om vi nu tittar pa en godtycklig klausul sa
ar det bara i tva fall av atta (ndmligen falskt-falskt-falskt och sant-sant-sant) som den inte ska
raknas. Vintevirdet for antalet klausuler som ridknas &r

Elantal klausuler som har béde sanna och falska literaler] =

= m - Pren godtycklig klausul ar varken helt sann eller falsk] =

=m- (1 — Prlen godtycklig klausul dr antingen helt sann eller helt falsk]) =
=m-(1—-2/8)=3m/4.

Eftersom hogst m klausuler kan réknas blir den forvintade approximationskvoten

OPT m 4

> = —.
APPROX ~ 3m/4 3

Algoritmen tar linjar tid och kraver linjar slump i antalet variabler. o

Lo6sning till Approximation av linjira olikheter
Anta att inmatningen ges som en méngd X med rationella variabler och en méngd F med linjéra
olikheter 6ver X.

while E # () do
if (det finns olikheter i £ med en enda variabel) then
U <« {x € X : x 4r ensam variabel i minst en olikhet i E'}
Vilj godtyckligt y € U.
F(y) «+ {e € E : e bara innehaller variabeln y}
Ge y ett viirde som satisfierar s& manga olikheter i F'(y) som méjligt.
E+ E—-F(y)
else
Vilj godtyckligt y € X.
y<+0
Evaluera om olikheterna i ' som innehaller y.
X« X—{y}
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Algoritmen tilldelar alltid y ett virde som satisfierar minst hélften av olikheterna i F(y). Alltsa
konstruerar den en 16sning som satisfierar minst hélften av olikheterna i indata. Eftersom hogst
alla olikheterna kan satisfieras blir approximationskvoten for algoritmen 2. Tidskomplexiteten &r
polynomisk eftersom varje variabel och term bara behandlas en gang. O

Losning till Ovre grins for approximation av homogena bipolira olikheter

Vi borjar med approximation av MAX HoM BIPOLAR SAT LRZ. Ta en godtycklig bipolir vektor x
och titta pa antalet satisfierade olikheter om variablerna satts till x respektive —x. Om vénsterledet
av en olikhet &r positivt for x s& dr det negativt for —x och vice versa. Déarfér kommer en av dessa
tva vektorer att satisfiera minst héften av olikheterna, det vill sdga uppné approximationskvoten
2.

Denna triviala algoritm fungerar inte for MAX HoMm BIPOLAR SAT LR~ fér méinga relationer
kan vara noll for bada vektorerna. Darfor borjar vi med att stka upp en 16sning med manga
nollskilda relationer. Approximationsalgoritmen for MAX SAT LRZ ovan kan modifieras sa att
den hittar en 16sning x for vilken minst hélften av relationerna &r nollskilda. Samma sak géller da
ocksa —x, och nagon av dessa tva vektorer maste da satisfiera minst en fjardedel av alla relationer.
O

Losning till Undre grins for approximation av binfra olikheter
Visa detta genom att reducera MAX CLIQUE till MAX BINARY SAT LRZ med en approxima-
tionsbevarande reduktion. Eftersom vi vet att MAX CLIQUE inte tillhor APX s& kommer det att
innebira att MAX BINARY SAT LRZ£ZAPX.
Lat G = (V, E) vara indata till MAX CLIQUE. For varje horn v; € V' sa konstruerar vi en
variabel z; och olikheten
T; — Z X 2 1

JEN (vi)

dér j & med i N(v;) om v; # v; och (v;,v;) € E (det vill sdga v, inte dr granne med v;). Nu har
vi ett system med |V| olikheter. Observera att den i-te olikheten &r satisfierad om och endast om
x; =1 och z; =0 for alla j € N(v;).

Det &r ldtt att verifiera att om man far en s-klick V/ C V' sa kan man fa en binér losning som
satisfierar dom s motsvarande olikheterna genom att sitta z; = 1 om v; € V'’ och z; = 0 annars.
A andra sidan, om man far en biniir 16sning x som satisfierar s olikheter sa kan man fa en s-klick
genom att 1ata V’ bestd av alla horn v; som motsvarar satisfierade olikheter.

Denna reduktion ar inte bara approzimationsbevarande utan ocksé kostnadsbevarande eftersom
den bevarar malfunktionens virde helt och héllet.

Notera att denna reduktion ocksa fungerar for Ax > 0 och Ax = 1, sa vi kan alltsa visa att
MAX BINARY SAT LR”ZAPX och att MAX BINARY SAT LR=ZAPX. |
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Komplexitetsklasser och repetition

Uppgifter pd komplexitetsklasser

co-NP-fullstindighet Ett diskret tekniskt diagnosproblem kan modelleras pa foljande sétt:
komponenttillstand, systemtillstdnd och omgivningstillstand representeras av booleska va-
riabler och sjéilva systemet definieras med en boolesk formel ¢. Man vet att i alla mdjliga
(fungerande) vérldar kommer systemvariablerna att ha virden si att ¢ ar sann.

Anta att komponenttillstanden alla dr tvaviarda och att en komponent ¢ dirfor representeras
av en boolesk variabel z. (dir sant betyder att komponenten fungerar och falskt att den &r
trasig). Vi vet att en komponent ¢ ér trasig om den formel som vi far om vi i ¢ sétter in virden
for alla variabler som representerar kinda komponent-, system- och omgivningstillstand samt
satter z. till sann inte ar satisfierbar.

Visa att det dr co-NP-fullstdndigt att avgora ifall ¢ &r trasig.

Komplexitetsklassrelation PSPACE &r komplexitetsklassen som bestar av alla sprak for vilka
det existerar en deterministisk turingmaskin som kénner igen spraket i polynomiskt minne.
EXPTIME bestar av alla sprak for vilka det existerar en deterministisk turingmaskin som
kénner igen spréaket i exponentiell tid. Visa att PSPACECEXPTIME.

Blandade uppgifter fran gamla tentor

Forsta uppgiften &r en typisk forsta uppgift pa teoritentan. Ovriga uppgifter #r typiska uppgifter
pé muntliga tentan.

1. Ar foljande pastaenden sanna eller falska? For varje deluppgift ger riktigt svar 1 poing och
ett 6vertygande bevisat riktigt svar 2 poéng,

a) Problemet att avgora ifall ett tal med n siffror ar ett primtal ligger i komplexitetsklassen
co-NP.

b) Det finns en konstant ¢ > 1 s att n® € O(cl°8™).

c¢) Binéra trad implementerar man vanligen genom att infora tva pekare i varje post (left
och right). Nar man implementerar ternéra trad (dér varje nod har tre soner) gar det
inte att klara sig med mindre &n tre pekare i varje post.

2. (algoritmkonstruktion, betyg C) Pa ett kladstreck har Viggo hingt n stycken handdukar av
olika storlek. Viggo vill att handdukarna ska gora ett harmoniskt intryck for betraktaren.
Darfoér var han mycket noga vid utplaceringen och har tagit matt pa exakt var handdukarna
hénger langs strecket, sa att ingen ska flytta pa dom. For att inte vinden ska stora ordningen
vill Viggo sdkra handdukarna med klddnypor, men han vill inte anvinda fler kladnypor &n
absolut nédvandigt. Det réacker ju att varje handduk klams at av en nypa, och tva eller flera
handdukar som hénger 6ver varandra kan dela pa samma nypa.
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Beskriv en algoritm (i ord eller med pseudokod) som s& snabbt som mojligt berdknar var pa
strecket man ska sdtta nyporna for att det ska ga at sa f& nypor som mdojligt. Motivera att
algoritmen &ar korrekt och analysera med enhetskostnad.

Indata ar n stycken par av tal (vi,hi1), (v2,he), ..., (Un,h,) dédr varje par talar om var
vansterkanten respektive hogerkanten pa en handduk &r. Alla matt avser avstandet fran
borjan av kladstrecket till en handdukskant. Paren &r inte sorterade pa nagot siatt. Utdata

ska vara ett antal tal som anger var man bor sitta klidnyporna (en klddnypa antas ha
bredd 0).

For att du ska fa maximal podng méaste din algoritm gé i tid O(nlogn).

. (komplexitet, betyg C) I en stor organisation som Teknis finns det manga grupper av per-
soner, t ex ldrare pd Nada, ldrare pa F, elever pa kursen Algoritmer, datastrukturer och
komplexitet, medlemmar i Teknologkoren, etc. Varje individ d4r med i minst en grupp, men
kan vara med i manga grupper. Nu vill rektor skapa en grupp av informatérer som snabbt
ska kunna fora ut information till alla individer pa Teknis. Han vill att varje grupp ska va-
ra representerad i informatorsgruppen (dvs minst en medlem i varje grupp ska vara med i
informatorsgruppen), men han vill samtidigt att informatorsgruppen ska vara sé liten som
mojligt.

Detta &r ett exempel pa ett allmént problem dér man givet en uppséttning grupper vill hitta
en sa liten skara av representanter som majligt.

a) Formulera problemet matematiskt som ett mingdproblem och beskriv det samtidigt
som ett beslutsproblem.

b) Visa att problemet &r NP-fullstandigt.

. (algoritmkonstruktion, betyg A; komplexitet, betyg C; svar uppgift!) Tumstocksproblemet
kan beskrivas pa foljande sdtt. En tumstock bestar av en kedja av trébitar som &r fastsatta
med gangjarn i &ndarna. Det dr mojligt (men inte nédvandigt) att vika tumstocken vid varje
gangjérn. Det kan vara sa att trdbitarna som tumstocken &r gjord av har olika lingd. Da
ar det inte ldngre sjéalvklart hur man ska vika ihop tumstocken sa att den blir s& kort som
mojligt (och gér ner i snickarens ficka). Problemet dr alltsd att, givet en tumstock, vika ihop
den sa att den blir s& kort som mojligt.

a) Formulera tumstocksproblemet matematiskt som ett beslutsproblem.

b) Visa att tumstocksproblemet &r NP-fullstdndigt. Reducera till exempel méngdpartitio-
neringsproblemet till tumstocksproblemet.

¢) Anta att trébitarna har heltalslingder och att den lingsta tribiten ar 17n, dar n &r
antalet trébitar som tumstocken dr sammansatt av. Bestdm komplexiteten for detta
problem.

. (komplexitet, betyg C) MAX 2ASAT é&r ett optimeringsproblem som definieras som besluts-
problem péa foljande sétt.
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INMATNING: Ett positivt heltal K mellan 1 och n samt n klausuler dér varje klausul
bestar av en enda literal eller tva literaler kombinerade av operatorn A. Exempel:
x1 N T3, To N\ 3.

PrOBLEM: Finns det en variabeltilldelning som satisfierar minst K klausuler?

Visa att denna beslutsproblemsversion av MAX 2ASAT &r NP-fullstdndig. Du kan exempelvis
anvianda dej av att MAX 2SAT — det motsvarande problemet med operatorn V istéllet for
A — ar NP-fullstandigt.

Losningar till uppgifter p4 komplexitetsklasser

Lo6sning till co-NP-fullstédndighet
For att visa att problemet ligger i co-NP sa ska vi visa att vi i polynomisk tid kan verifiera en
nej-16sning, det vill séga att c inte &r trasig. Vi vet att c inte &r trasig om och endast om det finns
en variabeltilldelning som satisfierar formeln. Om vi gissar variabelvirden behover vi alltsa bara
verifiera att formeln med denna variabeltilldelning &r sann. Detta gar att gora i polynomisk tid.

For att visa att problemet dr co-NP-svart reducerar vi co-SAT, alltsd problemet att avgora
ifall en given boolesk formel ¢ inte ar satisfierbar. Eftersom SAT &r NP-fullstindigt s& ar per
definition co-SAT co-NP-fullstdndigt.

Givet ¢, konstruera ett system som innehéaller den extra komponenten ¢ (representerad av x.)
och som definieras av formeln ¢ = ¢ V —z..

Notera nu att om x. sétts till sann blir ¢ = ¢ sa problemet att avgora ifall ¢ ar trasig ar precis
samma som problemet att avgora ifall ¢ inte ar satisfierbar. Alltsa &r reduktionen korrekt. O

Losning till Komplexitetsklassrelation

Om en turingmaskin anvinder polynomiskt minne finns det en konstant & sa att antalet anvénda
rutor pa bandet ir O(n*) diir n ir indatas lingd. Om alfabetet bestar av tre tecken (0, 1, blank)
s& ar antalet olika mojliga konfigurationer pa bandet begréinsat av 30("k), antalet md6jliga platser
for 1is /skrivhuvudet #r O(n*) och antalet mojliga tillstand i turingmaskinen #r #ndligt, dvs O(1).
Det totala antalet konfigurationer fér en turingmaskin som anvénder polynomiskt minne ar alltsa
O(nk) - 30("k), dvs exponentiellt i n. Eftersom turingmaskinen inte kan aterkomma till samma
konfiguration flera ganger (da skulle den ga i en odndlig slinga) sa ar detta ocksa en Gvre grins pa
tiden. Allts& kan varje problem som kan losas med polynomiskt minne 16sas i exponentiell tid. O

Losningar till blandade uppgifter fran gamla tentor

1. a) Sant. Problemet ligger i co-NP om komplementproblemet ligger i NP. Komplement-
problemet &r i detta fall att avgora ifall ett tal med n siffror kan faktoriseras i minst
tva faktorer (storre &n 1). Detta problem ligger i NP eftersom en 16sning (dvs en fak-
torisering av talet) kan verifieras i polynomisk tid (genom att man multiplicerar ihop
faktorerna och kollar att produkten blir det givna talet).

log n

b) Sant. Om vi antar att logn #r logaritmen i basen 2 sa vet vi att cl°8™ = 2log¢
lognloge — plogc Om vi viljer ¢ > 8 sa #r loge > 3 och n® € O(n'°8¢) = O(clen).

c¢) Falskt. For allménna trad riacker det med tva pekare i varje post (firstson och next).
2. En girig algoritm 16ser problemet i tid O(nlogn).

1. Sortera alla paren dels med avseende pa vinsterkanten och dels med avseende pa ho-
gerkanten. Lagra resultaten i tva listor, Vsort och Hsort. Hall under sorteringen reda
pa var varje post i den ena listan hamnar i den andra listan. Med heapsort tar detta
tid O(nlogn).
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3.

2.

Sa lange det finns nagra par kvar i listan Hsort:

2.1 Ta det forsta aterstdende paret, siig (v, h). Eftersom paren har sorterats efter ho-
gerkanterna ar (v, h) den handduk vars hogerkant ligger langst till vinster.

2.2 Sétt en kladnypa ldngst till hoger pa denna handduk, dvs precis till vinster om h.

2.3 Ta bort alla par vars vinsterkant ar till vinster om h, dvs ta bort alla handdukar
som den just ditsatta kladnypan nyper fast. Detta gér man genom att plocka par
fran borjan av Vsort som ju &r sorterad i stigande vénsterkantsordning. For varje
par som plockas bort fran Vsort ska samma par plockas bort fran Hsort.

Till slut har alla par plockats bort och algoritmen avslutas. I steg 2 behandlas varje par bara
en gang. Tiden for steg 2 blir alltsd O(n). Hela algoritmen tar darfor tid O(nlogn).

Korrekthet: Eftersom bara par som fatt en kladnypa i sig blir borttagna sd kommer alla
par att sitta fast nér algoritmen har genomférts. Nu ska vi bara visa att antalet anvinda
kladnypor #r minimalt. Den handduk som har den vénstraste hogerkanten (dvs den som &r
allra forst i Hsort) maste f& en klddnypa i sig. Om man sitter fast handduken i punkten
p s& kommer alla handdukar med vénsterkant mindre &n p att sitta fast, eftersom det inte
finns nagon handduk som har sin hégerkant till vinster om p. For att sdtta fast s& manga
handdukar som mdojligt sa ska man véilja p s& stort som méjligt, dvs sa néra handdukens
hogerkant som mdjligt. Samma resonemang tillimpas sedan pa dom &vriga handdukarna.

a)

b)

Lat k vara ett positivt heltal, S vara méngden av personer och C' = {C1,...,C,} vara
dom m grupperna. Problemet ar att hitta en delméingd S’ C S med hogst k element si
att S'NC; # () for 1 < i < m. Detta problem har pa engelska namnet hitting set.

Problemet ligger i NP eftersom man kan gissa vilka k element som ska ligga i S’ och
verifiera att S’ N C; # () for 1 < i < m i polynomisk tid.

Problemet ar NP-svart eftersom det dr en generalisering av hérntdckningsproblemet
som dr kidnt NP-fullstindigt. Givet en graf G = (V,E), 14t S = V och C = E. En
horntéckning av storlek k& motsvarar precis en delméngd S’ C S av storlek k som
innehaller minst ett element fran varje C;.

Indata ar n positiva tal l1,...,l,, som i tur och ordning anger langderna av dom n
trabitarna som ingar i tumstocken, samt ett positivt tal K som anger ldngden av snic-
karens ficka. Fragan dr om det gar att viilja riktningar r1,...,7r,, dar r; € {—1,1}, for
dom n trabitarna sa att om man viker tumstocken enligt riktningarna sa blir dess langd

hogst K, dvs max;eo, ] {25:1 rili} — minjeg, {25:1 rili} <K.

Tumstocksproblemet tillhor NP eftersom man kan gissa virdena pa rq, ..., r, och veri-
fiera att tumstockens langd hogst &r K i polynomisk tid.

Vi visar att det dr NP-svart genom att reducera partitioneringsproblemet som ar véal-
kiant NP-fullstdndigt. Indata till partitioneringsproblemet &ar n positiva tal t; ..., ¢, och
fragan dr om talen kan delas upp i tva grupper sa att deras summa &r lika.

Givet t;...,t,, konstruera indata till tumstocksproblemet pa féljande sétt: [y = N,
lg = N/2, li+2 = lfi for 1 S ) S n, ln+3 = N/2, ln+4 =Noch K = N, dar N = Z?:lti'
Visa nu att det finns en jamn partitionering om och endast om det finns en vikning av
tumstocken sa att langden blir hogst N.
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Om vi har en partitionering sa kan vi vika tumstocken sa att trébitar som motsvarar
tal i den forsta gruppen viks at vénster (riktning —1), bitar som motsvarar tal i den
andra gruppen viks at hoger (riktning +1), 11 = =1, 7o =1, rpy3 = 1, rpq = —1. Det
ar latt att kontrollera att 1dngden av tumstocken blir precis IV, se figuren.

Omvént, om vi har en vikning som gor att tumstocken ryms i fickan av storlek IV, sa
kan vi anta att 71 = 1. Om r; = —1 s& tar vi forst och byter tecken pa alla riktningar,
dvs vander pa tumstocken, som forstas fortfarande har samma lédngd. Eftersom ldngden
av den forsta trabiten &r N s& maste nésta bit ha riktning ro = —1 och fora tillbaka till
en position mitt pa den forsta trabiten. P4 samma sétt ser vi att den sista och den nést
sista trdbiten maste vara riktade at olika hall och att den nést sista trabiten borjar i
en position som ar mitt pa den sista trabiten. For att langden av tumstocken ska vara
hogst N s& maste uppenbarligen den andra trébitens &dndes position Gverensstdmma
med den nést sista trébitens borjan. Detta innebér att dom mellanliggande bitarna
maste borja och sluta pa samma position, dvs 2?232 r;l; = 0, vilket kan skrivas som
Y is<i<nionri—1li = 2is<icnionr—_1li = 0. Eftersom dessa tribitars lingder precis
motsvarar tal i partitioneringsproblemet sa far vi en 16sning till detta problem genom
att vi partitionerar efter hur dom motsvarande trabitarna ar riktade.

¢) Problemet kan 16sas i polynomisk tid med dynamisk programmering genom att man
haller reda pa alla delmédngdssummor som kan uppkomma. Om den léingsta trébiten &r
17n vet vi att det for alla delsummor maste gilla att —17n2 < Zgzl ril; < 17n2. Skapa
en boolesk array b[0..n, —17n?..17n?] dir alla element fran bérjan ér falska. Algoritmen
ska fylla arrayen sa att b[j, k] dr sant omm det finns virden pa r; sd att Y 7_, ril; = k.
Rekursionsekvationen blir b[j, k] = b[j — 1, k+1;]Vb[j—1, k—1;]. Skapa ocksa en boolesk
array ends[0..n, —17n2..17n2, —17n2..0,0..17n?] dér ends[j, k, [, 7] #r sant om det finns
nagon tumstocksvikning av dom j forsta trabitarna som slutar i position k, har sin
vanstraste punkt i position [ och sin hograste punkt i position r.

b[0, 0] + sant
for j <« 1 ton do for k + —17n2 to 17n? do
if b[j — 1, k] then
blj, k — 1] < blj, k + ;] < sant
for [ < —17n? to 0 do for r +— 0 to 17n? do
if ends[j — 1,k,l,r] then
ends[j, k — lj,min(l,k —1;),r] < ends[j, k + 1;,1, max(r,k + ;)] < sant
minlength < 17n?
for k < —17n? to 17n? do
if b[n, k] then
for [ < —17n? to 0 do for r +~ 0 to 17n? do
if ends[j, k, 1, 7] A (r — I < minlength) then minlength < r —1
return (minlength)

Det &r latt att verifiera att algoritmen returnerar den minsta tumstockslangd som kan
uppnas. Algoritmen tar tid O(n”), vilket fir polynomiskt (men #nda ganska langsamt!).

5. MAX 2ASAT ligger i NP eftersom det &r latt att verifiera att en variabeltilldelning (en
16sning) satisfierar minst K av klausulerna. Vi visar att det d&r NP-svirt genom att reducera
MAX 2-SAT. Varje 2-SAT-klausul med en enda literal flyttar vi oférvanskad over till MAX
2ASAT-probleminstansen. For varje klausul /; VI; i MAX 2-SAT-instansen konstruerar vi tre
klausuler i MAX 2ASAT-probleminstansen: I; Al;, I; Al; och [; Al;. Vi ser att [; V I; r sann
omm en av dom tre konstruerade klausulerna &r sann. Om I; V [; ar falsk sa &r alla dom tre
konstruerade klausulerna falska. Alltsd motsvarar antalet satisfierade MAX 2-SAT-klausuler
precis antalet satisfierade MAX 2ASAT-klausuler. Vilj alltsd malet K for det konstruerade
problemet till samma virde som K for MAX 2-SAT-problemet.
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