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Fran férra veckan

Exempel pd BFS och DFS

Pseudokod fér BFS

function BFS(G,v)
Lat O vara en ko
Q.push(v)
while Q inte ar tom do
v = 0.pop()
GOr saker med v.
for varje granne wtill vi G do
if w inte ar upptéckt an then
Markera w som upptackt

Q.push(w)
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Fran férra veckan

Exempel pd BFS och DFS

Pseudokod fér DFS

function DFS(G,v)
Lat S vara en stack
S.push(v)
while S inte ar tom do
v = S.pop()
if v inte redan ar besoékt then
Markera v som besoki.
Gor saker med v.
for varje obesokt granne w till vi G do
S.push(w)
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Teorigenomgang Rekursion

Rekursion

Rekursion handlar om saker som refererar till eller beror av sig sjalva.

Exempel:

m “Om du inte férstar rekursion, 1&s den har meningen igen.”
m Rekursiva akronymer:

m GNU = GNU’s Not Unix
m Wine = Wine Is Not an Emulator

m Testa googla pa “recursion”.
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Teorigenomgang Rekursion

Rekursion

Matematik
m En rekursiv funktion ar en funktion som definieras i termer av sig
sjalv.
m Exempel:
n-(n—1)! n>0
n! =
1 n=0

F, 1+F,» n>1
Fn: 1 n=1
0 n=20

Se till att ha heltdckande basfall, och att varje funktionsevaluering kan
redueras till dessa.
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Teorigenomgang Rekursion

Rekursion

Datalogi

m En rekursiv algoritm ar en algoritm som anropar sig sjalv.
m Exempel:

m Mergesort

m Euklides algoritm (gcd)

m Berakna fakultet eller fibonacci-tal

m Aven har viktigt med heltackande basfall.

1: function FAKULTET(n)
2 if » == 0 then
3: return 1
4 else

5 return n- FAKULTET(n — 1)
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Teorigenomgang Dekomposition

Dekomposition

Engelska: divide and conquer.
Metod for algoritmkonstruktion, som bygger pa rekursion.
ldé:

Dela upp i mindre problem.

L6s delproblemen rekursivt.
Kombinera resultaten.

Glém inte basfall!
Exempel: mergesort.
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Teorigenomgang Méstarsatsen

Mastarsatsen

Nar man vill berakna tidskomplexiteten f6r en dekompositionsalgoritm
sa maste man kunna hantera rekursionsformler. Mastarsatsen ar ett
bra verktyg for detta.

Sats

Lata > 1,b> 1,d > 0.

har den asymptotiska lI6sningen

B T(n) € O (n'°®9) om  f(n) €O (n°®ec) >0
B 7(n) € O (n'°%%logn) om f(n) € © (n°%%)
B T(n) € O(f(n)) om f(n) € Q (n'°®ate), e >0
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 1: Max och min med dekomposition

m | vektorn v[1..n] ligger n tal.

m Konstruera en dekompositionsalgoritm som hittar max och min i v.
m Algoritmen far anvénda hégst [3n/2] — 2 jamforelser.

m Antalet tal i v behdver inte vara en tvapotens.
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 1: Max och min med dekomposition

Dela upp i mindre problem.

m Dela listan i tva lika stora delar.
L&s delproblemen rekursivt.

m Anropa algoritmen pa varje halva.
Kombinera resultaten.

m Vi har nu max och min frdn de bagge halvorna.
m Det totala max-vardet ar det stdrsta av de bdda max-vardena, och
analogt fér min.
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 1: Max och min med dekomposition
Pseudokod

MinMax (v,1i, j)=

if i=3j then return (v[i],vI[i])

else if i+1=7j then
if v[il<v[j] then return (vI[il,vI[3j])
else return (v[jl,vI[i])

else

m:=Floor ((j-1)/2)
if Odd(m) then m:=m+1;
(minl, max1l) :=MinMax (v, i, i+m-1);

(min2, max2) :=MinMax (v, i+m, j) ;
min:=(1f minl<min2 then minl else min?2);
max:=(1f maxl>max2 then maxl else max2);

return (min,max);
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 1: Max och min med dekomposition
Tidskomplexitet

m T(n) € O (n'°®9) om f(n) € O (n'&97¢)  €>0
B 7(n) € O (n'°®%logn) om f(n) € © (n°#%)
m 7(n) € O(f(n)) om f(n) € Q (n'°&te), e >0
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 2: Matrismultiplikation

m Strassens algoritm
m Multiplicerar tv& n x n-matriser (beréknar C = AB) pa tiden O(n*8%).
m DelainAoch Bi2-2 = 4 blockmatriser av storlek 5 x 5.
m Konstruera C genom att kombinera produkter av dessa mindre
matriser.
m Gar snabbare an O(n?) for att den lyckas konstruera C med endast
med 7 multiplikationer av 5 x 5-matriser istallet for 8.

m |dé: kan vi lyckas béttre genom att dela upp matrisernai3-3 =9
mindre blockmatriser av storlek 5 x 7 istallet?
m Viggo har férsokt hitta det minimala antalet multiplikationer av
5 % 5-matriser som kravs for att multiplicera en n x n-matris.
m Han lyckades nastan komma fram till 22 multiplikationer.
m Om han hade lyckats, vilken tidskomplexitet hade det gett for

multiplikation av tva n x n-matriser?
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 2: Matrismultiplikation

m Lat T(n) vara tiden det tar att multiplicera tva n x n-matriser.

m Algoritmen gor 22 rekursiva anrop som varje tar tiden 7'(n/3).

m Att kombinera dessa resultat gar pa linjar tid i antalet element, dvs
O(n?).

22-T(n/3) + O(n?)

—
==
- S
I
S
=
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 2: Matrismultiplikation

B T(n) € O (n'°®9) om  f(n) €O (n°®ec) >0
m 7(n) € O (n'°%%logn) om f(n) € © (n°%%)
m T(n) € O(f(n)) om f(n) € Q (n'°®ate), e >0

{T(”) =22-T(3) +O(n) — T(n) € OB 2) — 02814
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 3: Majoritet med dekomposition

m Input: array A med n element.

m Konstruera en algoritm som tar reda pa om nagot element i
arrayen A ar i majoritet, och i s& fall returnerar det.

m Ett element ar i majoritet om det forekommer fler &n n/2 ganger
(dvs minst [ 5] + 1 ganger).

m Anvand dekomposition. Tidskomplexiteten ska vara O(nlogn).
m Den enda tilldtna jamférelseoperationen ar =.
m Det finns alltsa ingen ordningsrelation mellan elementen.
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 3: Majoritet med dekomposition

m Insikt: Om det existerar ett majoritetselement s& maste det vara i
majoritet atminstone i ena halvan av arrayen.
m Varfor?
m Rekursiv tanke:
m Kolla majoritet rekursivt i vénstra och hégra halvan.
m Fran de rekursiva anropen far vi tvd méjliga kandidater till
majoritetselement i hela arrayen.
m Ga& igenom arrayen och rékna antalet férekomster av denna.
m Om nagot element &r i total majoritet, returnera detta.
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 3: Majoritet med dekomposition

Pseudokod

Majority(A[1..n]) =

if » = 1 then return A[1]

mid«— [(n+1)/2]

majlnLeft«— Majority(A[1..mid—1])

majlnRight« Majority(A[mid..n])

if majlnleft=majinRight then return majinLeft

noOfMajinLeft« 0

noOfMajlinRight« 0

fori«+ 1 tondo
if A[i] =majlnLeft then noOfMajlnLeft«—noOfMajInLeft+1
else if A[i{] =majInRight then noOfMajInRight«—noOfMajIinRight+1

if noOfMajlnLeft> mid then return majinLeft

if noOfMajInRight> mid then return majinRight

else return NULL
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 3: Majoritet med dekomposition

Tidskomplexitet

m T(n) € O (n'°®9) om f(n) € O (n'&97¢)  €>0
B 7(n) € O (n'°®%logn) om f(n) € © (n°#%)
m 7(n) € O(f(n)) om f(n) € Q (n'°&te), e >0
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 4: Mobil

m Konstruera en algoritm som balanserar en mobil!

Red Mobile, di en:Alexander Calder. 1956. Lamiera verniciata e bacchette di metallo. Montreal Museum of Fine Arts. Foto di
Montrealais.

m Mobilen beskrivs som ett bin&rtrad:
m Léven motsvarar kulor som hanger underst.
m Inre noder motsvarar horisontella pinnar, i vars andar tradar &r
fastknutna, dar barnen hanger.
m Indata: binartrad med vikter i noderna
m Vikten i varje 16v: kulans massa.
m Vikten i varje inre nod: pinnens langd.
m Utdata: samma binartrad, men i varje inre nod ska sta hur langt
fran pinnens vénstra kant den ska fastas i féraldern.
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Uppgifter Dekomposition

Uppgift 4: Mobil

m Vi vill att mobilen ska vara i jamvikt. Dags att komma ihag lite
gymnasiefysik!

m Betrakta en pinne av langd [ i mobilen.
m Sag att vikten v hanger i vanstra anden och vikten w i den hogra.

m Lat x vara avstandet fran pinnens vanstra ande till traden som
faster pinnen i sin férélder.

m Momentjamvikt kraver:

Iw

w=(Il-x)w <= w+aw=Iw < x=
v+w

m Lat den rekursiva funktionen returnera den totala vikten av
subtrédet den anropas pa.

Anton Grensj6 ADK — Ovning 3 20 september 2015



Uppgifter Dekomposition

Uppgift 4: Mobil

Pseudokod

Balance(p)=
if p.left =NIL then return p.num
left +— Balance(p.left)
right <— Balance(p.right)
p-x < p.num - right/(left + right)
return left + right

m Tidskomplexitet: O(n)
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Teorigenomgang 2

Dynamisk programmering

Betrakta féljande algoritm for att berdkna Fibonacci-tal:
function FIB(n)

if n = 0 then
return 0

else if n = 1 then
return 1

else if then
FiB(n —2) + FIB(n — 1)

m Exponentiell tidskomplexitet!

m Vi anropar funktionen flera ganger med samma argument.
Ondodigt!

m |stdllet kan vi spara undan delresultaten och bara berékna varje
resultat en gang.
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Teorigenomgang 2

Dynamisk programmering

m Recept fér dynamisk programmering:
Hitta en matematisk rekursionsformel som beskriver I6sningen pa
problemet.
Beskriv basfallen.
Hitta en 1&mplig berakningsordning.

m Nar detta ar klart & man redo att implementera I6sningen.
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Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 5: Talféljder

Anta att du har fatt rekursionen fér en talféljd presenterad for dig. Skriv

pseudokoden fér en dynamisk programmeringsalgoritm for att berakna
S, om

a)

g _ 1 omn =0,
" 2(S4-1)+ 1 annars.

Skriv ned de 7 forsta talen. Vad behdver man spara under
beradkningens gang?
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Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 5: Talféljder

Pseudokod fér a)

omn =0,
(Sn—1) +1 annars.

g
Il
—
[\

Talfoljda(n) =
v =1
for i = 1 to n do

<
Il
N
>*
<
+
=
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Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 5: Talféljder

Anta att du har fatt rekursionen for en talféljd presenterad fér dig. Skriv
pseudokoden fér en dynamisk programmeringsalgoritm for att berakna
S, om

b)
4 omn=1,
S, = 5 omn=2,
max (S,—1,8,—2,8—1 — Sy—2+7) annars.

Skriv ned de 7 férsta talen. Vad behdver man spara under
berékningens gang?
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Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 5: Talféljder

Pseudokod fér b)

4 omn=1,
S, = 5 omn=2,
max (Sn—h Sn—2,81—1 — Sp—2 + 7) annars.
Talfoljdb(n) =
if n = 1 then return 4
elif n = 2 then return 5
else
v0 = 4
vl = 5
for i = 2 to n do
v = max(vl, v0, v1-v0+7)
v0 = vl
vl = v

return v
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Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 5: Talféljder

Anta att du har fatt rekursionen for en talféljd presenterad fér dig. Skriv

pseudokoden fér en dynamisk programmeringsalgoritm for att berakna
S, om

c)
4 omn=1,
S, = 5 omn=2,
max (S,—2,8,—1 — Sp—2 +7) annars.

Skriv ned de 7 férsta talen. Vad behdver man spara under
berékningens gang?

Anton Grensj6 ADK — Ovning 3 20 september 2015



Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 5: Talféljder

Pseudokod fér c)

4 omn=1,
S, = 5 omn=2,
max (S,—2,8,—1 — Sp—2 +7) annars.
Talfoljdc(n) =
if n = 1 then return 4
elif n = 2 then return 5
else
v = 4
vl =5
for i = 2 to n do
v = max(v0, v1-v0+7)
v0 = vl
vl = v

return v

Anton Grensj6 ADK — Ovning 3 20 september 2015



Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 6: Generaliserade talféljder

a) Tvadimensionell rekursion utan indata

Givet féljande rekursion, konstruera en algoritm som beraknar M([i,
med dynamisk programmering. Argumentera fér att algoritmens
berékningsordning fungerar.

.. 0 omi=0¢e¢llerj=0
M = ’
[i,]] { M[i—1,j—1]+i annars.
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Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 6: Generaliserade talféljder

. 0 omi=_0ellerj=0,
Mli,j) = { M[i—1,j—1]+i annars.

m Vi vill berédkna hela M, upp till j = n, i = m.
m Berékningsordning?
m Radvis fran vénster till hdger fungerar fint.
m Hela dversta raden och vanstra kolumnen ar redan ifylld (basfallet).
m Nar vi kommer till en position kommer positionen ett steg snett
uppat redan vara ifylld.

forj« 0 ton
MJ0,j] + 0
fori< 1 tom
M[i,0] <0
forj«< 1 ton
Mli,j| + M[i —1,j— 1] +i
return M

m Tidskomplexitet? ©(nm)
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Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 6: Generaliserade talféljder

b) 2D-rekursion med indata

m Lat a och b vara tva strangar av langd n resp. m.
m LAt q; vara i:te tecknet i a och b; det j:te tecknet i b.

m Hitta en berékningsordning och skriv en algoritm som utfér
féljande rekursion med hjalp av dynamisk programmering.

omi=_0c¢ellerj=0,
[i—l,j—l]-i—l om a; = bj,
annars.

OEO
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Uppgifter Dynamisk programmering

Uppgift 6: Generaliserade talféljder

m Berakningsordning?

B Samma som fbrra gangen.
m Radvis fran vanster till hdger fungerar fint.

forj«< 0 ton
M][0,j] «+ O
fori<— 1 tom
M([i,0] «+ 0
forj«< 1 ton
if a; = b; then
Mli,j] < M[i—1,j—1]+1
else M[i,j] < 0
return M

m Tidskomplexitet? ©(nm)
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Uppgifter Dynamisk programmering

Né&sta vecka

m Mer dynamisk programmering!
m Fran konkret problem till DP-16sning

m Labbteori 2
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