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Modul 5
Integraler

Denna modul omfattar kapitel 5 och avsnitt 6.1-6.2 1 kursboken Calculus av Adams och
Essex och undervisas pa tre foreldsningar, tva 6vningar och ett seminarium.

Viktiga begrepp. Denna modul handlar om integraler. Det slas fast i en precis de-
finition vad som menas med att en funktion dr integrerbar pa ett intervall och vad i
sa fall integralen av f Over det intervallet dr. Men det 4r inte definitionen man normalt
anviander for att rdkna ut integraler, utan andra metoder som bygger pa definitionen. Den
viktigaste satsen dr integralkalkylens huvudsats (the fundamental theorem of calcu-
lus) som séger att derivata och integral i ndgon mening &r inversa operationer. En f6ljd
av detta dr att man kan anvinda primitiv funktion (pa engelska anti-derivative) for att
rikna ut integraler. Eftersom det ofta dr svart att hitta primitiva funktioner, sa har ett
antal tekniker utvecklats for detta andamal. De viktigaste dr variabelsubstitution och
partiell integration. For rationella funktioner kan partialbraksuppdelning (pa eng-
elska partial fractions) anvindas. I praktiken dr forstas ocksa numeriska metoder och
programvara vitkiga verktyg.

Det &r viktigt att du blir bra pa att integrera, sa trina mycket. Att ilntegrera dr pa sétt
och vis knepigare dn derivera, for hir ricker det inte att lira sig integrationsteknikerna;
man maste ocksa skaffa sig en kinsla for nér de olika teknikerna passar att anvindas.
Den kénslan far man genom flitig 6vning.

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Kapitel 5.1: 1, 3, 7,9, 17, 33.
Kapitel 5.2: 1, 3. Kapitel 5.3: 1, 5, 9, 11, 17. Kapitel 5.4: 1, 3, 23. Kapitel 5.5: 3, 8, 27,
33, 39, 40, 41. Kapitel 5.6: 5, 6,7, 9, 21, 23, 43. Kapitel 5.7: 11, 17. Kapitel 6.1: 1, 3,
5,7,13,21. Kapitel 6.2: 1, 5,9, 11, 13, 23.
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KAN DU DET HAR TILLRACKLIGT BRA? TESTA DIG SJALV!

Uppgift 1. Berdkna nedanstaende integraler (tink pa: nir ska svaret innehalla en god-
tycklig konstant och nir ska det inte gora det?):

A./ dzx
1+ 22

B dx

) Vi+z
v3/2

c./ _dr
12 V1—a?
dx

D.
x

E/(m3+i3> dx
x

Uppgift 2. Beridkna nedanstaende integraler med hjélp av angiven substitution:

V3/2 d
Ax/ M (st = 27)

(sittt = 1 + 2?)

Vi
B. —dx
/o V14 2?
0
C. / ze " dx (sitt t = z?)

1
nr dx (sittt = Inx)
x

-1
e
D.
1
w/2
cos T .
E. / ——dv (sitt u = sinx)
7/6 SIn- xr

Uppgift 3. Beridkna nedanstaende integraler med hjélp av partiell integration:

1
A./ ze Tdx
0

NG
B / zlnzdx

1

w/2
/ rsinz dx
0
/2

/ 22 sinx dx

@)

D

o
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Uppgift 4. Finns det niagra symmetrier som gor dessa integraler littare att berdkna?
Berikna dem!

1

A./ sin x dx
1
1

B./ el dx
-1

1
C./ arctan z dz

1

Uppgift 5. Beridkna nedanstaende integraler med hjélp av partialbraksuppdelning
A / 2 dx
B / 2 dz
“Jo 22 +4x+3
2 2
x
C. —d
/0 24z +3

Uppgift 6. Berikna foljande integraler. Du kan behdva kombinera flera metoder.

1
A./ arctan x dx
0

1/2

B./ arcsint dt
0

C./ (Inu)? du
1

Uppgift 7. Derivera nedanstaende uttryck med avseende pa x:

A./ v1i+tdt

0
0

B./ v1i+tdt
ZEQ

C./ V1+tdt
0

Uppgift 8. Lat F'(z) = / cos(t?) dt. Beriikna F(0), F'(0) och F"(z) och berikna
0

sedan lim F(x)
z—0
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Uppgift 9. Bevisa foljande olikheter med hjdlp av de grundliggande egenskaperna for
integraler.

b b
A./ sin2xdaﬁ</ | sinz| dz om a < b.
a a

1
B./ eIl <9
—1

1
C. / e dr < 1
0

2
d

Uppgift 10. Vi ska approximera integralen / " med Riemannsummor.
LT

A. Ange en Riemannsumma med tva termer som &r en undersumma till integralen
B. Ange en Riemannsuymma med fyra termer som dr en undersumma till integralen.
C. Anvind svaret i uppgift B for att ge ett ndrmevérde till In 2. Forklara!

Uppgift 11. Hér dr en uppgift om Riemannsummor.
10

AN
A. Ange en integral som Z (E) "‘T0 ar en Riemannsumma till.
k=1

NN
B. Beridkna (med hjélp av en integral) gransvirdet lim Z ( > - —
k=1

n—oo n n

1
Uppgift 12. Betrakta integralen [ = / e du
0

A. Ar e~ integrerbar pé intervallet [0, 1] ? Varfor?
B. Kan du berédkna I exakt med hjélp av primitiv funktion?
C. Kan du approximera I ? Gor det!
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FACIT OCH LOSNINGSTIPS

.arctan x + C' dir C' dr en godtycklig konstant

.2y/1 + x + C dir C ér en godtycklig konstant
.m/6  (obs ingen konstant C hér!)

.In|z| + C dér C &r en godtycklig konstant
4

1
T2 + C dir C ir en godtycklig konstant
4 227

/24

1
1—e

2e
1/2
3/2
1— 2
1 e

4
1

T™—2
4/15

0
2e — 2 (integranden &r jamn och integralen = 2 f01 e’ dx)

.0 (integranden &r udda och intervallet symmetriskt runt origo)

1
—Iln—-

25
9
.2+5In3 — 5 In5  (utfor polynomdivision forst)

F(0) = 0, F'(0) = 1 och F”(x) = 2zsinx? som &r begrinsat nira origo s det
sokta griansvardet fas med Taylorutveckling eller I’'Hospials regel till 1.

9. Tips: om en funktion dr mindre dn en annan i ett helt intervall sa &r integralen 6ver
det intervallet mindre 4n motsvarande integral for den andra funktionen.

1 1 11

10.A ===+ == =T/12

3/2 22 2
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1 1 1 1 1 1 11
10.B. —/ -+ —= -+ -+ = - - =9533/840 = 0.6345
5/4 4+3/2 4+7/4 4+2 4 /
10. C. Eftersom integralen dr exakt In 2 approximerar Riemannsumman i B (och A)
detta tal. Sa In2 ~ 0.6345. Felet i approximationen har vi nu inte analyserat sa vi vet

inte hur bra den 4r.
1

11.A./ 2 dx
0
11.B.1/4

12. A. Ja! Funktionen &r kontinuerlig pa det slutna begriansade intervallet. Déarfor &r
den integrerbar.

12. B. Nej! Det gar inte att skriva upp en primitiv funktion med hjilp av elementira
uttryck.

12. C. Det finns flera sétt. Ett sétt 4r med hjdlp av Riemannsummor (eller trapetsre-
geln om man kénner till den). Ett annat sétt dr att Taylorutveckla. Om man Taylorut-
vecklar integranden upp till grad 4 sa far man att

1 4
I~ / (1 — 2+ %) dx = 23/30 = 0.77. Felet i denna approximation &r mindre
0
dn 1/42.



