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Teorigenomgang

Dynamisk programmering

m Vanliga anvéandningsomraden:
m Optimeringsproblem
m Kombinatorik (rdkna antalet av nagot)
m Kan anvéndas fér problem som:
m Har optimala delstrukturer (dvs I6sningen kan uttyckas rekursivt)
m Har dverlappande delproblem
m Generell strategi:
Beskriv problemets I16sning med en matematisk rekursion.
m For optimeringsproblem: hitta strukturen hos en optimal 16sning, och
uttryck det i en rekursion.
Konstruera basfall till rekursionen.
Hitta en 1&mplig berakningsordning.
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Uppgift 1: Traskvandring

m Tina ska ga fran vanster till hdger genom ett trésk, i form av ett
n x n-rutmonster.

m Tina kan ta steg rakt at hoger, eller snett uppat/nedat at hoger.
m Det &r olika jobbigt att ga pa olika stéllen. Att hamna pa ruta (i)
kostar arbetet Ali][j] € Z*.
Beskriv en algoritm som hittar det minimala arbetet att ta sig igenom
trasket, givet att:

a) Tina far starta var som helst pa vansterkanten och sluta
var som helst pa hégerkanten.
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Uppgifter

Uppgift 1: Traskvandring

m Kan vi dela in problemet i delproblem?

m Vad &r den optimala vagen till ruta (i,;)?
m Maste bero av den optimala vagen till (i — 1,7 — 1), (i,j — 1) och

(i+1,j—1).
m Om vi ké&nner till dessa, hur kan vi berdkna den optimala vagen till
(i.)?

m Varfor ar det Iampligt att anvanda DP?
m Det finns en optimal vag till varje ruta.
m Vagarna dverlappar.
m Det finns inga cykler — det &r mdjligt att hitta en 1amplig
berakningsordning.
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Uppgift 1: Traskvandring

m Indata: tréskstorleken n och kostnaden A[i, ] fér att hamna pé ruta
(i.J)-
m Lat W[i,j] beteckna det minimala arbetet for att ta sig till ruta (i, /).
Basfall
B W[i,1]=A[i,1], 1<i<n
Rekursion

00 om (i,j) ligger utanfor tréasket
WiiJ Ali, 1] omj=1
l? = . B
annars

Berakningsordning? Kolumnvis! T.ex. uppifran och ner.

m Givet W, hur berdknar vi svaret?
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Uppgifter

Uppgift 1: Traskvandring

Pseudokod fér a)

forj«< 1 ton
WIL,j] = A[L,j]

forj«< 2 ton
fori< 1 ton
fromabove = Wi — 1,j— 1] ifi > 1, else co
fromsame = W[i,j — 1]
frombelow = W[i+ 1,j — 1] if i < n, else co
WIi,j] = min(fromabove, fromsame, frombelow) + Ali, j]

opt < 00
fori< 1 ton
if W[i,n] < opt then
opt < W[i,n]
return opt
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Uppgift 1: Traskvandring

Beskriv en algoritm som hittar det minimala arbetet att ta sig igenom
trasket, givet att:

b) Tina startar alltid i rutan (n/2,1) (men far sluta var som
helst pa hégerkanten).

m Vad beh6ver dndras?
m Andra basfallen!
m Lat Win/2,1] = Aln/2,1], men Wi, 1] = oo for i # n/2.
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Uppgift 1: Traskvandring

Beskriv en algoritm som hittar det minimala arbetet att ta sig igenom
trasket, givet att:

c) Tina startar alltid i rutan (n/2, 1) och slutar alltid i rutan
(n/2,n).
m Vad behéver andras?

m Tidigare beréknade vi svaret som det minsta av alla vérden pa
hogerkanten i W.

m Nu bryr vi oss bara om W(n/2,n]. Returnera denna.
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Uppgifter

Uppgift 1: Traskvandring

d) Skriv ut den minst jobbiga vag Tina kan tai c).

m Backtracking!

m Finns i detta fall tva olika satt.
m Den mest generella:
m Skapa en till matris med “bakatpekare”, som for varje ruta sager
vilken ruta man kom dit ifran.
m Nar vifyller i W[i,j] s& kollar vi vilken ruta det ar bast att komma fran
och véljer den. Spara da samtidigt information om vilken vi valde.
m For att hitta vagen, bdrja fran slutpositionen och f6lj pekarna
tillbaka till startpositionen!

m Notera att det kan finnas flera optimala vagar, men det racker att
vi hittar en.
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Uppgifter

Uppgift 1: Traskvandring

d) Skriv ut den minst jobbiga vag Tina kan ta i c).

m Backiracking!

m Finns i detta fall tva olika metoder.
m Alternativt, i detta fall:

m Denna metod gar ockséa ut pa att baklanges spara vilken vag vi
valde, men utan explicit lagrade pekare.

m Antag att vi &r i ruta (i,j). Om vi kom fran ruta (x,j — 1) s& maste
Wix,j — 1] = W[i,j] — A[i,j], pga hur var DP fungerar.

m Titta p& de tre maéjliga rutorna vi kan ha kommit fran och kolla vilken
som stdmmer.

m Ga till den rutan och upprepa. Goér i 6vrigt samma som i den férsta
metoden.

m Vi slipper spara explicita bakatpekare eftersom vi enkelt kan rakna
ut vilken ruta vi maste ha kommit fran.
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Uppgifter

Uppgift 2: Kombinera mynt och sedlar

Uppqift:
m Givet: en uppsattning mynt- och sedelslag med valérerna
vi, ..., vk kronor, samt ett maximalt belopp » (allt positiva heltal).
m Formulera en rekursion som for varje heltal b, 0 < p < n svarar pa
fragan
“Pa hur manga sétt kan man bilda summan b kr med hjalp av
denna mynt- och sedeluppséattning?”
L&sning:
m Vad ser ni for struktur? Delproblem? Vad ska var dynprogmatris
saga?
m N[b,j] - antalet s&tt att bilda beloppet b med vy, ..., v;.
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Uppgifter

Uppgift 2: Kombinera mynt och sedlar

Lésning

m N[b,j] - antalet sitt att bilda beloppet b med vy, ..., v;.
m Kan intuitivt se delproblem pa tva satt:

m Vad hander for lagre summor (dvs l&gre varden pa b)?
m Vad hander om vi har farre valérer (dvs lagre varde pa j)?

m Kan ni hitta en rekursiv tanke?
m Kom ih&g additionsprincipen fran kombinatoriken.

m Antalet satt att bilda summan » med de j férsta valérerna maste
vara lika med summan av:

m Antalet satt att bilda den med de j — 1 forsta valérerna: N{b,j — 1]
m Antalet st att bilda den med med de j — 1 férsta valérerna och v;:

L6/v]
> ONp—i-v, j—1]

i=0

Anton Grensjo ADK — Ovning 4 25 september 2015 14/28



Uppgifter

Uppgift 2: Kombinera mynt och sedlar

Lésning 1

m Basfall:
m Vi kan bilda summan b = 0 pa precis 1 satt: genom att inte anvanda
nagra sedlar/mynt alls! N[0,j] = 1.
m Om vi bara har en valér (j = 1) s& kan summan b bildas om och
endastom b mod v; = 0.

1 omb=0
_ omj=1ochb modv, =0
N[b,j] = .
0 omj=1ochbh modv; #0

Z}i{)V”N[b—i-vj, j—1 om0<b<n

m Berakningsordning? Radvis eller kolumnvis.
m Behdver vi spara hela matrisen?
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Uppgifter

Uppgift 2: Kombinera mynt och sedlar

Lésning 2

m Pa hur manga satt kan vi bilda beloppet » med hjalp av de j forsta

valorerna? Dela in i tva fall

m Antingen anvénder vi inte v;, da ar antalet sétt N[b,j — 1]...
m ...eller s anvander vi v;, da ar antalet sétt N[b — v;, j].

1
0

Nib, j—1]

N[b—vj, jl+N[b,j—1]

m Berakningsordning? Kolumnvis.
m Behdver vi spara hela matrisen?
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Uppgifter

Uppgift 3: Langsta gemensamma delstrang

Strangarna ALGORITM och PLAGORIS har den gemensamma
delstrangen GORI. Den langsta gemensamma delstrangen hos dessa
strangar har alltsa langd 4.

Notera!

| en delstrang maste tecknen ligga i en sammanhangande féljd.

Uppqift:
m Konstruera en effektiv algoritm som givet tva strédngar aja; - - - ay,

och bb; - - - b, berdknar den langden hos den langsta
gemensamma delstrangen.

m Algoritmen ska anvénda DP och gd i tid O(nm).

Anton Grensjo ADK — Ovning 4 25 september 2015 17/28



Uppgifter

Uppgift 3: Langsta gemensamma delstrang

m Vad kan vi hitta fér delproblemstruktur? Vad ska var
dynprogmatris saga?

m Lat M[i,j] vara den langsta gemensamma delstraéngen som slutar
pa position i och j i strang a respektive b.

m Med andra ord: 14t M[i,j] vara antalet bokstaver till vénster om (och
inklusive) a; som dverensstdimmer med lika manga bokstaver till
vénster om (och inklusive) b;.

m Den langsta gemensamma delstrdngen maste d& vara det storsta
talet i matrisen M.

m Basfall? Hur boér rekursionen se ut?

0 omi=0ellerj=0,
Mlijl]=<M[i—1,j—1]+1 oma; =b;,
0 annars
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Uppgifter

Uppgift 3: Langsta gemensamma delstrang

0 omi=0ellerj=0,
Mlijl=<{M[i—1,j—1]+1 oma =b;,
0 annars

m Kanns detta igen?
m Vi ldste detta problem under férra évningen!
m Enda skillnaden ar att vi nu vet att vi sdker det storsta talet i M.
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Uppgifter

Uppgift 3: Langsta gemensamma delstrang
Pseudokod

Forra veckan:

forj«< 0 ton
M[0,j] <0
fori< 1 tom
M[i,0] <0
forj«< 1 ton
ifaizbj then
Mlijl < M[i—1,j—1]+1
else M[i,j] < 0
return M
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Uppgifter

Uppgift 3: Langsta gemensamma delstrang

Pseudokod

Returnera endast det storsta talet:

max < 0
forj« 0 ton
MI0,j] <0
fori< 1 tom
M[i,0] <0
forj«< 1 ton
if a; = b; then
Mlij] < M[i—1,j— 1]+ 1
if M[i,j] > max then max < M[i, ]
else M[i,j] < 0
return max

m Tidskomplexitet: © (nm).
m Testkor algoritmen pd a = HACKER, b = ATTACK.
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Uppgift 4: Proteinvikning

Tilldmpning inom bioinformatik.

m Ett protein &r en lang kedja av aminosyror.

m Enligt var férenklade modell kan en aminosyra vara antingen
hydrofil eller hydrofob.

m S&g att proteinet ligger i nagon vattenbaserad I6sning. De
hydrofoba aminosyrorna kommer da att klumpa ihop sig, for att fa
sa lite kontakt med vattnet som méjligt.

m Vi vill rdkna ut hur proteinet kommer vika sig.

m Indata: Ett protein i form av en binadr strang. Ettor motsvarar
hydrofoba aminosyror, nollor motsvara hydrofila aminosyror.
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Uppgifter

Uppgift 4: Proteinvikning

m Strdngen (proteinet) ska vikas i
ett tvadimensionellt gitter/rutnat.

m Mal: maximera antalet ettor som
ligger intill varandra i gittret
(lodréatt eller vagratt), utan att
vara narliggande i strangen.

m Problem: Konstruera en optimal
dragspelsvikning av en
proteinstrang av langd n.

-~ —0—0o0-—0o0—o

m Dragspelsvikning: en vikning sa
att strangen forst gar en stracka
rakt uppat, sedan rakt nedat,
OSV.

©O— =—a-—0-—o0o

©o—o-—=2—o0o

©Oo—0—=2—0-—0— 4—o0

o—o—=~—~=—o
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Uppgifter

Uppgift 4: Proteinvikning

m Givet: Antag att strdngen lagras i p[1. .n]. Féljande algoritm
beréknar vinstfunktionen fér en delstrdng p[a. . c1, om den viks

vidp[b].
profit(a,b,c) = T
shortest¢min (b—-a,c—-(b+1)); ) c
s<0;
for i<1 to shortest do
if p[b-i]=1 and plb+1+i]=1 then
s<s+1;
b —b+1

return s;
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Uppgift 4: Proteinvikning

INMATNING: En bindr strdng med n tecken.

PROBLEM: Hitta den dragspelsvikning av indatastrdngen som
ger det stérsta vardet pa malfunktionen, alltsa det stérsta
antalet par av ettor som ligger bredvid varandra men inte
direkt efter varandra i strédngen.

0—0
|
0 1 0
\ |
0 0—20 0 0
m Hitta delstrukturer! Vad ska vi 1‘ 1‘ 1‘ (\) (\)
lata ett element i var B
dynprogmatris vara? 1‘ (\) 1‘ 1‘ 1
0—0 0 0
oo
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Uppgift 4: Proteinvikning

m Lat g, vara det maximala vardet pa4 malfunktionen man kan f4 fér
en vikning av suffixet p[a. .n] av proteinet, givet att den férsta
strackan slutar i b.

m Rekursion:

= max fit(a,b, .
Gap b+1<c§n(pro it(a,b,c) + qpii,c)

m Basfall? Om vi inte viker nagonstans maste viktfunktionen bli 0:

Gan =0f0r1 <a<n.

m Svaret:

max qgip
1<b§nq ’

m Berakningsordning?
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Uppgifter

Uppgift 4: Pseudokod

for a<-1 to n-1 do gla,n]<+0;
for b¢n-1 downto 2 do
for a<1 to b-1 do
t+—-1;
for céb+2 to n do
véprofit(a,b,c)+glb+l,c];
if v>t then t<¢v;
gla,bl<«t;
max<0;
for b2 to n do
if gll,b]l>max then max+<qgll,b];
return max;
m Tre nastlade for-slingor.
m Anrop till profit tar O(n) tid.

m Tidskomplexitet: O(n*).
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Nasta vecka

Né&sta vecka

m Grafalgoritmer

m Minsta spannande trad

m Maximalt fléde (viktigt infér labb 3)

m Hitta Eulercykel

m Bipartit matchning (ocksa bra infér labb 3)

m Undre granser

Mina slides finns numera att hitta under
Kursinnehall/Ovningsanteckningar pa kurshemsidan.
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