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Modul 4
Tillampningar av derivata

Denna modul omfattar kapitel 4 1 kursboken Calculus av Adams och Essex och under-
visas pa tre foreldsningar, tva vningar och ett seminarium.

Viktiga begrepp. Denna modul handlar om tillimpningar av derivata. Nagra exem-
pel: hitta extrempunkter till en funktion (max och min), approximera en funktion (det
kan gilla linjar approximation eller mer allmént approximation med hjélp av Taylors
formel) och kurvritning.

Viktigt dr forstas att kunna anviinda derivata som ett matt pa en funktions forandringstakt
som 1 avsnittet 4.1 om related rates. Ett par andra tillimpningar som tas upp ir ek-
vationslosning med hjédlp av Newton-Raphsons metod och grinsvirdesberikningar.
Med hjilp av andraderivatan kan man avgéra om en funktion dr konvex eller konkav
(boken kallar konvex for concave up och konkav for concave down). Asymptoter ir ett
annat tema som tas upp.

Att du &r bra pa att derivera ér en forutsittning. Det édr viktigt att du ocksa blir bra
pa att gora teckenschema for derivatan och dra slutsatser av det. Det finns en del
grundldggande begrepp som dr mycket viktiga och som man litt tar fel pa. Missa inte
detta. Titta t ex noga pa vad begreppen lokal extrempunkt och Kritisk punkt betyder
och observera att det r inte dr samma sak!

Nir man letar efter storsta och minsta viarde av en funktion pa ett intervall sa dr forsta
fragan om det over huvud taget finns nagot storsta eller minsta viarde. Hiar kan man
ibland ha hjdlp av max-min-satsen fran kapitel 1: om funktionen dr kontinuerlig pa ett
slutet och begrinsat intervall sa maste max och min finnas. Var kan de i sa fall antas? Jo
i kritiska punkter, andpunkter till intervallet och i singulédra punkter. Inga andra punkter
ar mojliga. Om man inte har situationen med en kontinuerlig funktion pa ett slutet och
begransat intervall sa maste existensen av max/min utredas pa annat sitt.

Rekommenderade uppgifter ur kursboken Calculus. Kapitel 4.1: 5, 7, 9, 16, 17.
Kapitel 4.2: 7, 9. Kapitel 4.3: 1, 5, 17. Kapitel 4.4: 3, 14, 29, 35. Kapitel 4.5: 5, 11, 27,
31. Kapitel 4.6: 3, 5,9, 17, 31. Kapitel 4.8: 1,7, 13, 21. Kapitel 4.9: 1, 3, 13, 30. Kapitel
4.10:1,5,9
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KAN DU DET HAR TILLRACKLIGT BRA? TESTA DIG SJALV!

Uppgift 1. Betrakta funktionen f(z) = ze™".

A. Bestam definitionsméngden till f, gor ett teckenschema for derivatan och bestim
alla lokala extrempunkter till f. Berdkna sedan ev relevanta grinsvirden och skissa
kurvan y = f(x).

B. Med hjilp av uppgift A kan du nu svara pa dessa fragor:

+ Vad dr virdeméngden till f ?
+ Har f néagot storsta eller minsta virde, vilka dr dessa i sa fall?
+ Finns det nagot tal = sadant att f(x) =12

C. Finn alla inflektionspunkter till f och bestdm de intervall dér f dr konvex (concave
up) respektive konkav (concave down).

D. Finn alla asymptoter till kurvan y = f(x).

Uppgift 2. Betrakta funktionen g(z) = arctanz — In /1 + 2.

A. Bestdm definitionsméngden till g, gor ett teckenschema for derivatan och bestim
alla lokala extrempunkter till g. Beridkna sedan ev relevanta grinsvirden och skissa
kurvan y = g(x).

B. Med hjilp av uppgift A kan du nu svara pa dessa fragor:

+ Vad ir virdemingden till g ?
+ Har g nagot storsta eller minsta vérde, vilka dr dessa i sa fall?
+ Hur manga 16sningar har ekvationen g(x) = 1/10 ?

Uppgift 3. Lat h(t) =t — sint.

A. Bestdam alla kritiska punkter till /
B. Bestiim alla lokala extrempunkter till &
C. Avgor om h antar nagot storsta respektive minsta viarde

Uppgift 4. Lat f(z) = In(1 + z).

A. Bestidm Taylorpolynomet av grad 2 till f kring punkten x = 0.
B. Anvind Taylorpolynomet ovan for att approximera In 2, dvs f(1).
C. Avgor om felet i approximationen i uppgift B dr mindre &n 1/3.

Uppgift 5. Hir ar tva uppgifter till om Taylors formel.
1
A. Bestdim med hjilp av Taylorutveckling ett nirmevirde till cos 0 med ett fel som

4r mindre #n 107°.
B. Bestdam ett narmevirde till /104 med hjilp av ett lampligt valt Taylorpolynom.

Felet ska vara mindre dn 5 - 107°.
2
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Uppgift 6. Betrakta ekvationen 23 + 2 = 1

A. Visa med hjilp av derivata att ekvationen har hogst en 16sning.

B. Visa med hjilp av satsen om mellanliggande vérden att ekvationen har minst en
16sning som ligger mellan 0 och 1.

C. Finn en approximation av 16sningen genom att vilja ett lampligt startvirde och
gora tva iterationer av Newton-Raphsons metod.

Uppgift 7. Berikna foljande griansvérden.
. V1+h-1
A lim ———

h—0 tan h

sinx + cosx — e*

B. lim
z—0 :p2
sint —sin 1
C.lim——

t—1 t—1

Uppgift 8. Hir dr tvda max/min-problem.
A. Avgorom f(z) = ze~*"/2 har nagot storsta respektive minsta virde och bestim
i sa fall dessa.
B. Avgor om f(z) = |z — 1| + v/ + 1 antar nagot storsta respektive minsta virde
ndr x varierar i intervallet [—1, 2] och bestidm i sa fall dessa.

Uppgift 9. En sfirisk tank med radie 5 dm fylls med vatten i en takt av 3 liter per
minut. Hur snabbt stiger vattenytan i tanken vid den tidpunkt da djupet dr 2 dm? Tips:
Vattenvolymen V' beror pa vattendjupet d enligt formeln

15d? — &3
|
3
2 +1

—.

A. Gor ett teckenschema for derivatan och bestdm alla lokala extrempunkter till f.
B. Bestdm alla asymptoter till kurvan y = f(x).
C. Berikna eventuellt relevanta grinsvirden och skissa kurvan y = f(x).

Uppgift 10. Lat f(z) =

Uppgift 11. Arean av mantelytan hos en rit cirkuldr kon med hojden A och bottenytans
radie r ges av uttrrycket 7r+/72 + h2. Givet en sadan kon med hojd 8 dm och bottenradie
6 dm. Anvénd linjdr approximation for att berdkna ungeféar hur mycket mantelytans area
dndras om radien i denna kon 6kas med 0.5 dm.

Uppgift 12. Vid en provskjutning berdknas projektilen i ett 1ampligt valt koordinatsy-

stem folja kurvan y = 1 — 2. Hur nira en bunker placerad i origo kommer projektilen?
3
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FACIT OCH LOSNINGSTIPS

1. A. Definitionsmingden &r hela reella axeln. Det finns en enda kritisk punkt ndmligen
x = 1. Teckenschema for derivatan ger att den kritiska punkten &dr en lokal och global
maxpunkt. Maxvirdet dr f(1) = 1/e. Gréinsvirdet i odndligheten dr 0. Grénsvérdet i
minus oédndligheten dr —oo. Graf:

1. B. Alla reella tal mindre 4n eller lika med 1/e

Storsta virdet 4r 1/e, minsta virde saknas.

Nej, eftersom funktionens storsta virde dr 1/e som &r mindre dn 1

1. C. Det finns en inflektionspunkt ndmligen « = 2. Funktionen dr konkav for z < 2
och konvex for z > 2.

1. D. y = 0 dr asymptot ndr x — oo. Inga andra asymptoter finns.

2. A. Definitionsméngden &r hela reella axeln. Det finns en enda kritisk punkt ndmligen
x = 1. Teckenschema for derivatan ger att den kritiska punkten dr en lokal och global
maxpunkt. Maxvirdet ir g(1) = 7/4 — In+/2. Grinsvirdet i oindligheten ir —oo.
Grinsvirdet 1 minus odndligheten dr —oo. Graf:

2. B. Alla reella tal mindre #n eller lika med 7 /4 — In /2
Storsta virdet dr /4 — In \/5, minsta virde saknas.
Tv4, eftersom 1/10 ér mindre @n 7/4 — In /2 (titta pa grafen)

3. A. Det finns oidndligt manga kritiska punkter (punkter dér derivatan ar noll), namligen
punkterna n2m , dér n ar ett godtyckligt heltal.

3. B. Funktionen har inga lokala extrempunkter.

3. C. Funktionen saknar storsta och minsta virde. (den dr stringt vixande pa hela
reella axeln, de kritiska punkterna dr allihop terasspunkter (som alltsa inte dr extrem-
punkter))

2

4. A. Det sokta polynomet ér p(z) = x — %
1 1
4B In2=f1)~1—=-=—
2 1
4. C. Felet 1 approximationen 1 B ges av % - 1 f6r nigot ¢ mellan 0 och 1.

Detta dr hogst 1/3 .

5. A. cos 1—10 ~ 0.995 med ett fel som ar mindre dn 107°
4
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5.B. v/104 &~ 10.198 med ett fel som #r mindre 4n 5 - 107°

6. Siitt f(z) = 2% + z — 1. Ekvationen #r da ekvivalent med f(x) = 0. Derivatan
ar positiv overallt, vilket medfor att f &r stringt vixande och att hogst en 16sning kan
finnas. D4 f(0) = —1 och f(1) = 1 och f &r kontinuerlig Gverallt foljer av satsen om
mellanliggande virden att det finns en 10sning mellan 0 och 1. Med startvéirde o = 0
och tva iterationer med Newton-Raphson fas 16sningen som ungefir zo = 3/4.

7.A.1/2
7.B. -1
7.C.cos 1

8. A. Ja, minsta virdet d4r —1/+/e och storsta virdet dr 1/4/e. Se exempel 8 i bokens
kap 4.6. Hiar maste man gora teckenschema for derivatan och berikna gransvirden i
+oo for att veta om storsta/minsta vérde finns.

8. B. Ja, den hir funktionen &r kontinuerlig pa hela det slutna och begrinsade inter-
vallet sa storsta och minsta virde finns garanterat enligt max-min-satsen fran kapitel
1. Dessa kan antas i kritiska punkter, &ndpunkter eller singulidra punkter. Det finns en
kritisk punkt © = —3/4, en singuldr punkt z = 1 och dndpunkterna 4r —1 och 2. Kolla
dessa och se att minsta virdet r /2 (antas i den singulidra punkten) och storsta virdet
r 1 + /3 (antas i hogra dndpunkten).

. . 3 .
9. Ytan stiger i takten ;= dm per minut.

10. A. f(x) dr definierat for alla x # 0. Teckenschema for derivatan:

Om x < —1sair f'(x) > 0 och funktionen &r alltsa strangt vixande.

Omax = —1sair f'(x)=0

Om —1 <z < 0séddr f’(x) < 0 och funktionen #r alltsa stringt avtagande.

Om z = 0 sa dr f(x) inte definierat.

OmO0 < z < 1sadr f'(x) < 0 och funktionen ir alltsa stringt avtagande.

Omz=1saidr f'(x)=0

Om x > 1sadr f'(x) > 0 och funktionen &r alltsa strangt vixande.

Det foljer av teckenschemat att f har en lokal maxpunkt i x = —1 och en lokal
minpunktix = 1.

B. Eftersom lim, o+ f(z) = oo och lim, .- f(x) = —oo sé dr linjen x = 0 lodrit
asymptot till kurvan.

- w?+1

Med hjélp av omskrivningen

1 . .
= x4+ — ser vi att linjen y = z &r sned asymptot
x
1400
C. Kurvan:

11. Arean 6kar med ungefir 13.67 kvadratdecimeter
12. Minsta avstandet ir /3 /2 lingdenheter.
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