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Maéstarprov 1

Mastarprov 1

m Méstarprov 1 finns ute nu.

m Deadline tisdagen den 13 oktober.

m Generella tips:

Borja i tid.

Lé&s lydelserna noga.

Fraga om eventuella oklarheter.

Skriv fullstédndiga I6sningar.

Titta pa I16sningar till gamla méstarprov.

Las betygskriterierna och kolla vad som férvantas for vilka betyg.

m Kom ih&g: méastarprovet ska l6sas strikt individuellt.
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m Grafalgoritmer
m Spénnande trad
m FIéde och matchning (bra for labb 3!)
m Eulercykler

m Undre granser
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Repetition Spénnande trad

Spéannande trad

Ett spannande trad till en graf G ar en delgraf G’ till G, sddan att:
m G’ arett trad.
®m G’ har samma hérn som G.

m Vad innebéar detta?

m Lat vikten for ett spdnnande trdd vara summan av de ingdende
kanternas vikter.

m Det minimalt spannande tradet (MST) till en graf G ar det
spannande trad till G som har lagst vikt.
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Uppgifter

Uppgift 1: Spannande trad

Visa hur ett minimalt spannande trad hittas i féljande graf med bade
Prims och Kruskals algoritmer.

Anton Grensj6 ADK — Ovning 5 5 oktober 2015 6/38



Uppgifter

Uppgift 1: Spannande trad

Prims algoritm

m |dé: modifierad BFS.

m Vi valjer en nod att bérja med, och lagger successivt till kanter, tills
dess att alla noder kan nas.

m Spara alla upptackta noder i en prioritetskd, med avseende pa
kostnaden for att lagga till noden.

m Om vi upptacker en nod igen, uppdatera kostnaden om den ar
lagre.

m | varje steg: valj den nod som det &r billigast att 1agga till.
m Vart MST kommer att vaxa “inifran och ut”.
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Uppgifter

Uppgift 1: Spannande trad

Kruskals algoritm

m Idé: valj hela tiden den billigaste kanten som gér nagon nytta (dvs
ej bildar en cykel).

Sortera kanterna efter stigande vikt.
For varje kant (u,v) i den ordningen:

m Om « och v inte &nnu &r sammankopplade i tréadet, 1agg till kanten.
m Annars: gor inget.

m Hur kan vi effektivt halla koll pa vilka noder som redan ar
sammankopplade?

m Datastrukturen Union-Find!
m Om ni ar intresserade, las mer pa s. 151 i Kleinberg-Tardos.
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Uppgifter

Uppgift 2: Férandrat flode

Lat oss forst se ett exempel pa hur man hittar maximala flédet i en graf
med hjélp av Ford-Fulkerson.
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Uppgifter

Uppgift 2: Férandrat flode
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Uppgifter
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Uppgifter
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Uppgifter
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Uppgifter
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Uppgifter
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Uppgifter

Uppgift 2: Férandrat flode

Antag att vi redan har hittat det maximala flédet i en graf.
Beskriv en algoritm som hittar ett nytt maximalt fléde om...

a) ...kapaciteten langs en viss kant 6kar med en enhet.

b) ...kapaciteten langs en viss kant minskar med en enhet.
| bagge fallen ska tidskomplexiteten vara linjar, dvs O(|V| + |E|).
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Uppgifter

Uppgift 2: Férandrat flode

Vad hander om kapaciteten 6kar med en enhet?

Om kapaciteten ékar:

m Gor en till iteration i Ford-Fulkerson, dvs leta efter en vag fran s till
t i restflddesgrafen.

m Finns det en vag sa kan flédet d6kas langs denna vag.

m Finns det ingen véag s& hénder ingenting; fldet &r fortfarande
optimalt.
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Uppgifter

Uppgift 2: Férandrat flode
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Uppgifter

Uppgift 2: Férandrat flode
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Uppgifter
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Uppgifter
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Uppgifter
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Uppgifter
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Uppgifter

Uppgift 2: Férandrat flode

Vad hander om kapaciteten minskar med en enhet?

Om kapaciteten mellan u och v minskar sa finns det tre fall:

m Om kapaciteten ej var fullt utnyttjad, sa hander ingenting.
m Annars sa skapas en obalans nar vi minskar kapaciteten: det gar
in en enhet fér mycket i u och det gar ut en enhet fér mycket i v.
m Forsdk leda om en enhet fléde fran u till v pa nagot annat satt. Leta
en ny vag fran u till v i restflédesgrafen.
m Om detta ej gar sa maste flddet minska.
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Uppgifter

Uppgift 2: Férandrat flode
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Uppgifter
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Uppgifter
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Uppgifter

Uppgift 2: Férandrat flode
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Uppgift 3: Eulercykel

En Eulercykel ar en sluten stig som passerar varje kan exakt en gang.

Sats
Alla hérn i G har jamnt gradtal. <= Det existerar en Eulercykel i G.

Uppagift:
m Konstruera en algoritm som givet en graf dar alla hérn har jamnt
gradtal hittar en Eulercykel.

m Algoritmen ska ha tidskomplexitet O(n).

5 oktober 2015 25/38
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Uppgifter

Uppgift 3: Eulercykel

m Idé: Borja i ett horn u, traversera grafen (pa djupet), fortsatt tills du
stéter pa u igen.
m Betrakta sokstigen P du gatt langs. Det finns tva fall:
m Antingen bestar P av alla kanter. | sa fall &r vi klara.
m Annars, ta bort P fran grafen. Det aterstar nu en eller flera
sammanh&ngande komponenter av grafen.
m Alla hérn har fortfarande jAmnt gradtal, s& det maste finnas en
Eulercykel i varje komponent.
m Hitta nu rekursivt en Eulercykel i varje komponent, och
sammanfoga dessa med P.

m Hur gor vi detta pa linjar tid?
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Uppgift 3: Eulercykel

m Vi definierar tva stycken “spelare”: P1 och P2. Bada startar i v.

m P1 har som jobb att skapa stigen P, méarka varje kant som
passeras, och fortsatta tills hen kommer tillbaka till v.

m P2:s jobb ar att félja i P1:s spar. Kontrollerar om alla kanter fran
hérnen &r markta.
m Om det finns omarkta kanter fran ett hdrn u sa finns det en
outforskad del av grafen dar.
m P2 ropar da pa P1, som pa samma sétt far hitta en ny stig som
bérjar och slutar i u.
m P2 gar denna nya stig innan hen fortsatter fran u langs P.
m Till slut kommer P2 ha besdkt alla kanter exakt en gang! Vagen
P2 har gatt ar alltsa en Eulercykel.

m Varken P1 eller P2 kommer ha gatt langs samma kant mer an en
gang = tidskomplexitet O(n).
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Uppgifter

Uppgift 3: Eulercykel

EulerCycle(G) = Straggler(path) =
cycle + {1} while path # () do
choose edge (1,1) u + next(path)
mark (1,1) append(u, cycle)
path < PathFinder (G, 1,1) for all edges («,v) do
Straggler(path) if unmarked (u,v) then
return cycle mark (u,v)
PathFinder(G, start, cur) = g - P;ltthnder(G, u,v)
append(cur, path) traggler(p)

while cur # start do
choose unmarked edge (cur,v)
mark (cur,v)
append(v, path)
cur v
return path
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Uppgift 4: Julklappsfordelning

m En pappa ska ge sina n barn varsin julklapp.
m Varje barn har skrivit en énskelista.
m Pappan vill ge varje barn en julklapp fran barnets énskelista.
m Han vill dock inte ge samma julklapp till flera barn.
Uppagift:

m Konstruera och analysera en effektiv algoritm som l6ser detta
problem.

m Antag att det finns hégst m saker pa varje 6nskelista.
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Uppgift 4: Julklappsfordelning

Bipartit matchning. Kan I6sas med hjalp av en algoritm f6r maximalt
fléde.
Tidskomplexitet:

m O(nm) kanter, O(n + m) hoérn, sa varje sékning tar O(nm) tid.
m Matchningen &r av storlek hdgst n.
m Varje lyckad s6kning forbattrar far matchning med 1.
m — hdgst n sdkningar.
Den totala tidskomplexiteten blir O(n’m).
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Repetition Tidskomplexitet, 6vre/undre granser

Tidskomplexitet

m S&g att vi analyserar en algoritm. L&t 7'(n) vara tiden det tar for
den att I16sa ett problem av storlek n.

m Om vi gbr en noggrann analys av algoritmen kanske vi kan visa
att T'(n) € ©(nlogn).

m Ofta sa ar det dock svart att géra en sa noggrann analys att vi kan
anvanda O. Istallet kan vi gbra uppskattningar for att hitta en 6vre
eller undre grans fér tidskomplexiteten.

m Det lar t.ex. vara betydligt enklare att visa T'(n) € O(n?) och
T(n) € Q(n).

m | praktiken bryr vi oss ofta mest om att vi har en tillrackligt lag 6vre
grans for algoritmens komplexitet.
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Repetition Tidskomplexitet, 6vre/undre granser

Tidskomplexitet i varsta fallet

m Men tidskomplexiteten fér en algoritm kan bero av mer &n bara
indatastorleken n.

m Den kan ocksa bero pa hur indatat ser ut.

m Hittils i kursen har vi oftast analyserat algoritmer for varsta méjliga
indata, dvs for varsta fallet.

m Notera att detta inte har nagot att géra med huruvida vi anvander
O, Qeller ©.

m Det kan t.ex. bade vara intressant att hitta en undre grans och en
Ovre grans for tidskomplexiteten i varsta fallet fér en algoritm.
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Repetition Tidskomplexitet, 6vre/undre granser

Undre granser for problem

m Man kan ocksa visa undre granser for problem.

m Att ett problem har den undre grénsen Q(f(n)) betyder att varje
tankbar algoritm som léser problemet maste ha en tidskomplexitet
som ligger i Q(f(n)).

m Om man har konstruerat en algoritm kan man vilja underséka om
undre och évre grans sammanfaller, dvs om den undre grénsen
for problemet & samma som den 6vre gransen for algoritmen.

m Om s4 ar fallet kan man konstatera att algoritmen har optimal
tidskomplexitet.
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Uppgifter

Uppgift 5: Undre grans fér sdkning i sorterad array

m Bindrsokning i en sorterad array med n tal tar som bekant tiden
O(logn).

m Bevisa att Q(logn) ocksd &r en undre grans for antalet jamférelser
som kravs for detta problem (i varsta fallet).

Vi vill alltsa visa att oavsett vilken algoritm vi har (sa lange den bygger
pa att jamféra elementen) sa kan den aldrig vara snabbare an
logaritmsk.

Anton Grensjo ADK — Ovning 5 5 oktober 2015 34/38



Uppgifter

Uppgift 5: Undre grans fér sdkning i sorterad array

m Som indata har vi en sorterad array A av storlek n med element
ai,a,...,a,, samt ett tal x som ar det vi séker efter.

m Lat oss bygga ett beslutstrad for en godtycklig jamférelsebaserad
sOkningsalgoritm.

m Algoritmen maste bdrja med att vélja ett tal ¢; att jamféra x med.
m Om x = qg; ar vi klara. Annars har vi tva fall: x < a; och x > a;.

m Beroende pa resultatet tar algoritmen beslut om att antingen
fortsatta med ett tal g; eller ett tal a;, osv...

m Hur manga noder finns det i trddet? n stycken.

Noteral

Tradets utseende/struktur beror endast pa algoritmen, ej pa indata.
Indata avgor vilken vag i tradet vi tar.
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Uppgifter

Uppgift 5: Undre grans fér sdkning i sorterad array

Hur ser beslutstradet ut for linjarsékning?

m Vi vill hitta en undre gréns for problemet sékning i sorterad array i
varsta fallet.

m Dvs en undre grédns som varje tankbar algoritm uppfyller (fér sitt
varsta fall).

m Eftersom vi sbker en undre gréns sa betraktar vi den basta
algoritmen som teoretiskt sett skulle kunna finnas.
m (Om denna uppfyller den undre gréansen sa maste ju alla andra
algoritmer ocksa gora det.)
m Vi vill alltsd analysera det beslutstrad dar den langsta vagen
(motsvarande varsta indata) ar sa kort som majligt.
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Uppgifter

Uppgift 5: Undre grans fér sdkning i sorterad array

m Vi vill alltsd analysera det beslutstrad dar den langsta vagen
(motsvarande varsta indata) ar sa kort som majligt.
m Detta maste alltsa vara ett balanserat binartrad!

m Kom ihag: i ett balanserat binartrad sa ar alla Idvnoder pa samma
djup (sa nar som pa en skillnad 1, ifall antalet noder inte ar en
tvapotens).

m Antal noder ar n. Langsta vagen = hojden pa tradet ~ log n.
m Antalet jAmforelser i varsta fallet maste alltsa vara ~ logn.

Den basta téankbara algoritmen fér problemet har tidskomplexiteten
O(logn) i varsta fallet.

Séledes maste (logn) vara en undre grans for alla algoritmer som
I6ser problemet.
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Uppgifter

Né&sta vecka

m Blandat pa temat algoritmkonstruktion
m Inldmning och redovisning av labbteori 3.
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