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Probabilistiska algoritmer

Probabilistiska algoritmer

m Probabilistiska algoritmer: anvander slump
m Las Vegas-algoritm: svarar alltid ratt, kan ta olika lang tid
m Monte Carlo-algoritm: gar alltid snabbt, kan ge olika bra resultat
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Uppgift 1: Skipplistor

m Kom ih&g skipplistor fran féreldsning 3.
m Sannolikheten att ett element som finns pa niva i ocksa finns pa
niva i + 1 kallas fér p.
m En ndrmare analys ger att skipplistan for sa kort s6kstig som
mojligt om p = 1/e ~ 0,3679.
Uppgift Trots detta resultat kan det vara battre att véljap = 1/2
eller p = 1/4. Varfér?

Svar Slump ar dyrt.

m Forp=1/2eller p = 1/4 réacker det med 1 eller 2 slumpmassiga
bitar for att avgdra om en ny niva ska laggas till eller inte, med ratt
sannolikhet.
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Uppgifter

Uppgift 2: Verifikation av matrismultiplikation

m Snabbaste kdnda metoden for att multiplicera tva n x n matriser ar
0(n2,376).

m Visa att det gar att probabilistiskt verifiera en matrismultiplikation i
kvadratisk tid.

m Narmare bestamt:

m Konstruera en Monte Carlo-algoritm som verifierar att AB = C.
m Tidskomplexiteten ska vara O(kn?) och algoritmen ska ha en
felsannoliknet pa hogst 27+,

m Hint: multiplikation av n x n-matris med n x 1-vektor har
tidskomplexitet O(n?).
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Uppgifter

Uppgift 2: Verifikation av matrismultiplikation

Lésningsidé

m Insikt: Antag att vi har en vektor v. D& géller
C=AB — Cv = A(BV)

m Om det skulle vara s att Cv # A(Bv) sa vet vi att C # AB.

Algoritmen:
Slumpa fram en vektor 7 € {0, 1}".
Berakna @ = CFoch b = A(BF).

-

Kolla om a@ = b.

Kor steg 1-3 k stycken ganger. Om testet lyckas (dvs @ = b) varje gang
sager vi att multiplikationen C = AB &r korrekt, annars sager vi att den
ar felaktig.
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Uppgifter

Uppgift 2: Verifikation av matrismultiplikation

Pseudokod

VerifyMult(n,A, B, C, k) =
fori< 1 tokdo
r < slumpvektore {0, 1}"
a<—Cor
b+ Ao(Bor)
if a # b then return false
return true

Tidskomplexitet: O (kn?)
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Uppgifter

Uppgift 2: Verifikation av matrismultiplikation

Analys

Om AB = C Algoritmen ger alltid korrekt svar.

Om AB # C Algoritmen kommer ibland ge “false positive”, dvs saga att
multiplikationen ar korrekt, fast sa inte ar fallet. Vi vill
analysera hur ofta detta sker.

m Antag att AB # C.
AB#C <= D=AB—-C#0

m Var algoritm kommer upptacka felet om Dr = 0 (da har den
upptackt att D = AB — C # 0), och missa det om Dr = 0.
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Uppgifter

Uppgift 2: Verifikation av matrismultiplikation

Analys

m Vi vill undersdka hur ofta var algoritm upptacker att AB # C.
m Vivetatt D =AB— C #0.
m Algoritmen upptécker felet om och endast om D7 # 0.

m Insikt: det maste finnas en position k i 7, sadan att D7 andras om
den biten flippas. Varfor?

m Betrakta ett nollskilt element d i D (maste finnas, ty D # 0).
m Lat v = DF. Utfér matris-vektor-multiplikation:

n
vi:Zdijry:...—Fd,-krk—F...
=1

m Om vi flippar biten r, sa andras v;!
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Uppgifter

Uppgift 2: Verifikation av matrismultiplikation

Analys

Vi vill undersdka hur ofta var algoritm upptécker att AB # C.
Vivetatt D =AB— C #0.

Algoritmen upptécker felet om och endast om D7 # 0.
Produkten D7 andras om biten r flippas.

Partitionera in alla vektorer i {0, 1}" i tvd mangder, en dar r, = 0 och en
darr, = 1.

Vo={re{0,1}" : =0}

Vi={Fe{0,1}" : n=1}
m Latf: Vy — V; vara funktionen som flippar bit k. Detta ar en bijektion,
dvs funktionen parar ihop varje vektor 7 € V, med exakt en vektor 7 € V.

m Lat7c Vy, 7 =f(F) € V, vara ett sadant par.
m Om D7 =0s&arD7F #0.
B OmDF =0sdarDF #0.

m Minst en vektor i varje par maste avsldja bluffen!
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Uppgifter

Uppgift 2: Verifikation av matrismultiplikation

Analys

Vi vill undersdka hur ofta var algoritm upptacker att AB # C.
VivetattD = AB— C #0.
Algoritmen upptécker felet om och endast om D7 # 0.

Vektorerna i {0, 1}" kan delas in i par, sddana att D7 # 0 &tminstone for en av vektorerna i
paret.

m Darfor maste atminstone hélften av alla méjliga vektorer 7 € {0,1}"
avsléja bluffen (dvs leda till att algoritmen upptécker att AB # C).

m Sannolikheten att ett fel inte upptécks vid ett varv av algoritmen ar hdgst
1/2.
m — Efter k krningar ar sannolikheten att ett fel missats hogst 27*.

Detta var den felsannolikhet vi var ute efter! (Och det &r en bra sadan,
minskar exponentiellt med k.)
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Reduktioner

Reduktioner

m Reduktioner kan anvéndas till att

m Visa positiva resultat (hitta algoritmer)

m Visa negativa resultat (undre grénser)

m Visa att ett problem &r svarare an ett annat
m Visa att tva problem ar lika svara

m Om P kan reduceras till O och P &r svart, sa ar Q ocksa svart.

m Turingreduktion av P till Q: en algoritm som I6ser P genom att
anropa Q en eller flera ganger.

m Karpreduktion av P till Q: specialfall av Turingreduktion, dar Q
anropas exakt en gang och resultatet returneras direkt.
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Reduktioner
Reduktioner

Olika typer av problem:
m Beslutsproblem (utdata &r sant/falskt)
m Optimeringsproblem (maximera/minimera en malfunktion)
m Konstruktionsproblem
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Reduktioner

Uppgift 3: Reduktion som ger negativt resultat

Att hitta medianelementet (det [5]:e minsta elementet) av n positiva
heltal kraver minst 2n jamférelser i varsta fallet.

Utnyttja detta resultat fér att bestimma en undre gréns fér antalet
jamfoérelser som kravs for att hitta det [n/2] + 10:e minsta elementet.

m Lat oss reducera medianproblemet till det nya problemet.

m Dvs givet en algoritm som |6ser det nya problemet, 16s
medianproblemet med hjalp av ett eller flera anrop till denna
(Turing-reduktion).

m Eftersom vi har en undre grans till medianproblemet (ingen

algoritm kan gdéra battre an sa) s& kommer detta &ven ge en undre
grans till vart nya problem.
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Reduktioner

Uppgift 3: Reduktion som ger negativt resultat

m Givet: En algoritm MED10 som hittar det [n/2] 4+ 10:e minsta elementet i
en array.

m Vi vill hitta medianen med hjalp av denna.
m ldé:

m Lagg till 20 stycken ettor till var array.
m Den ursprungliga medianen ligger nu pé plats [n/2] + 10.
m Anropa den givna algoritmen!
function MEDIAN(L, n)
Lagg till 20 ettor till L.
return MED10(L, n + 20)
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Reduktioner

Uppgift 3: Reduktion som ger negativt resultat

function MEDIAN(L, n)
Lagag till 20 ettor till L.
return MED10(L, n + 20)

m S&g att var reduktion MEDIAN(L, n) anvander f(n) jamférelser, och
att MED10(L, m) anvander g(m) jamférelser.

m Notera: f(n) = g(n + 20).

m Den givna undre gransen ger: f(n) > 2n. Saledes:
g(n+20)>2
m Substituera m = n + 20:
g(m) >2m — 40

Slutsats: att hitta det [n/2] + 10:e minsta elementet i en array kraver
minst 2n — 40 jamfdrelser, oavsett algoritm.
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Reduktioner

Uppgift 4: Reduktion som ger positivt resultat

Ett ofta anvandbart satt att I6sa problem pa ar att hitta en reduktion till
ett problem som man redan vet hur man ska I6sa. Du ska nu anvanda
denna metod for att I6sa kantsammanh&ngandegradsproblemet som
definieras pa féljande satt.

INMATNING: En sammanhé&ngande oriktad graf G = (V,E) och
ett positivt heltal K mellan 1 och |V/|.

PROBLEM: Ar det tillrdckligt att ta bort K kanter fran grafen G
fér att géra den osammanhéngande (dvs uppdelad i flera
sammanhédngande komponenter)?
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Reduktioner

Uppgift 4: Reduktion som ger positivt resultat

Kom ihag:
m Ett snitt i en graf &r en indelning av den i tva delar.
m Snittets storlek &r summan av vikterna pa de kanter som gar mellan
delarna.
m Ként resultat:
m Minsta snittet som placerar noderna s och ¢ i olika delar &r lika med

det maximala flédet fran s till .
m Minsta snittet kan tolkas som hur mycket kapacitet vi maste
blockera for att helt stoppa flédet fran s till 7.

2/3 in

6/6 717
5/5
m Om alla vikter ar 1 kan minsta snittet tolkas som hur manga kanter som

maste tas bort for att I1agga s och ¢ i olika komponenter.
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Reduktioner

Uppgift 4: Reduktion som ger positivt resultat

Losning:

m Gor om G till en flédesgraf G’, ge dubbelriktad kapacitet 1.

m For varje par av noder s, ¢, berdkna minsta snittet (=maximala
flodet).

m Det minsta av alla dessa resultat ar antalet kanter som maste tas
bort fér att dela upp G i tvd komponener.

m Maste vi anropa maxflow fér varje par av noder (O(|V|*) ganger),
eller kan vi géra det battre?

m Ré&cker med att fixera s och testa for alla méjliga ¢. Varfér?
m Lat \(G) vara det minsta resultatet av alla dessa anrop till maxflow.

A\G) = tervn—ir{ls} (MAXFLOW(G',s,1))

Uppgiften var att avgéra om K > A\(G). Vi svarar alltsd JA om K > A\(G)
och NEJ annars.

Anton Grensjo ADK — Ovning 7 14 oktober 2015 20/28



Reduktioner

Uppgift 4: Reduktion som ger positivt resultat

Tidskomplexitet:
m Vi anropar maxflow |V| — 1 ganger.
m Varje flédesberakning tar tid O(|V|?).
m — var algoritm har komplexitet O(|V|*).
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Reduktioner

Uppgift 5: Formulera optimeringsproblem som

beslutsproblem

Jobbmaskningsproblemet definieras som ett optimeringsproblem pa féljande satt:

Indata: Arbetsdagens langd T och n arbetsuppgifter. Uppgift i tar tiden ; och kraver
arbetsinsatsen w;. Alla tal &r positiva heltal.

Lésning: Ett urval av arbetsuppgifterna D C [1..n] som tillsammans fyller ut en
arbetsdag, det vill sdga ZiED >T.

Malfunktion: Den arbetsinsats som krévs for att utféra dagsverket D, alltsa 3., wi.
Mal: Minimera malfunktionen, alltsa hitta det dagsverke som kraver minst
arbetsinsats.

a) Formulera optimeringsproblemet som ett beslutsproblem. Utvidga indata med ett
malvarde I for arbetsinsatsen och formulera en frdga som har svaret ja eller nej.

b) Turingreducera optimeringsproblemet till beslutsproblemet, det vill sdga visa hur
man kan I6sa optimeringsproblemet med hjalp av en algoritm som léser
beslutsproblemet.
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Reduktioner

Uppgift 5: Formulera optimeringsproblem som

beslutsproblem

a) = Infor ett mal 7 som ocksa ges som indata.

m Beslutsproblemet svarar pa fragan om problemet &r I6sbart med en
total arbetsinsats som ar hogst 7.

Indata: Arbetsdagens langd T, malet I och n arbetsuppgifter. Uppgift i tar
tiden 7; och kraver arbetsinsatsen w;.

Fraga: Finns det en delméngd D C [1..n] sd att >, ; > T och

DliepWi <17

b) = Antag att vi har en algoritm som Iéser beslutsproblemet.
m Den optimala totala arbetsinsatsen maste vara ett heltal mellan 0 och
Di<i<n Wi-

m Binarsdk mellan dessa extremvérden for det minsta varde I for vilket
den givna algoritmen for beslutsproblemet svarar ja.
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Reduktioner

Uppgift 6: Reduktioner mellan besluts-, optimerings

och konstruktionsproblem

Anta att algoritmen GraphColouring(G,k) pa tid T(n) (dar n &r antalet
hérn i G) svarar 1 omm hérnen i G kan fargas med k farger utan att
nagon kant har likfargade andpunkter.

a) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n hérn
bestdmmer det minimala antalet farger som behdvs for att farga
G. Tiden ska vara O(logn - T(n)).

b) Konstruera en algoritm som givet en graf G med n hérn fargar
hérnen med minimalt antal farger i tid O(P(n)T(n)) dar P(n) ar ett
polynom.
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Reduktioner

Uppgift 6: Reduktioner mellan besluts-, optimerings

och konstruktionsproblem

a) m Det minimala antalet farger maste vara mellan 1 och n.
m Binarsok i detta intervall efter det minsta k sadant att
GraphColouring(G, k) = 1.
m Intervallet halveras logn gdnger — komplexitet O(logn - T(n)).

b) = Anvand forst algoritmen ovan for att hitta minimala antalet farger &
som behdvs.
m Vi vill nu farga hérnen i G med farger 1 till k.
m Idé: Vi kan anvanda algoritmen f6r beslutsproblemet for att avgora
vilka val vi far/inte far goéra.
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Reduktioner

Uppgift 6: Reduktioner mellan besluts-, optimerings

och konstruktionsproblem

Algoritm:
Valj ett hérn u. Ge det farg k.

Iterera Gver alla andra noder v, som inte ar granne med u.

m Vi undrar: maste u och v ha samma farg?
m Testa lagga till kanten (u,v) och anropa beslutsproblemet. Finns det
fortfarande en 16sning?
B Om nej: u och v maste vara samma farg. Ta bort kanten och ge v
fargen k.
B Om ja: vi drar slutsatsen att « och v inte behéver ha samma farg. Lat
v vara farglés och lamna kvar den nya kanten.

Varje nod har nu antingen férg k eller en granne med farg k.

Vi vet att det fortfarande finns en 16sning.

Kvarvarande ofargade hérn méaste ha farg < k.

De fargade hérnen paverkar inte langre 16sningen.

Anropa rekursivt utan de fargade hérnen och med en farg mindre.
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Reduktioner

Uppgift 6: Reduktioner mellan besluts-, optimerings

och konstruktionsproblem

CreateColouring(G = (V,E), k)=
u < forsta hérnet i vV
C <+ {u};u.colour + k
foreachv € V — {u} do
if (u,v) € E then
if GraphColouring((V,EU {(u,v)}),k) = 1 then E < E U {(u,v)}
else C « CU{v};v.colour < k
if K > 1 then CreateColouring((V — C,E), k — 1)

Tidskomplexitet: GraphColoring anropas hdgst en gang for varje par
av horn i grafen. Saledes blir komplexiteten

O(logn - T(n) +n* - T(n)) = O(n* - T(n))
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Framtiden

Vad hander framover?

m Nu blir det méstarprovsredovisningar och tentaperiodsuppehall.
m Efter tentaperioden bérjar vi om med del 2 av kursen!

m Nasta 6vning handlar om oavgérbarhet, dvs problem som inte gar
att l16sa!
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