Losningsforslag till Tentamen, SF1629, Differentialekvationer och Transformer
IT (del 1) 7 januari 2015 kl 8:00 - 13:00.

Tentamen bestar av atta uppgifter dédr vardera uppgift ger maximalt fyra podng. Bonus
fran kontrollskrivningen géller uppgift (1).

Preliminéra betygsgrinser: 14 poéng ger garanterat betyg E, 17 podng ger garante-
rat betyg D, 21 podng ger garanterat betyg C, 24 podng ger garanterat betyg B och 28
podng ger garanterat betyg A. Den som har 13 podng far betyg Fx och har mojlighet att
komplettera. Kontakta i sa fall examinatorn.

Hjilpmedel: Det enda hjdlpmedlet vid tentamen &r formelsamlingen Mathematics Hand-
book av Rade och Westergren.

OBS: For full podng kravs fullstandiga, tydligt presenterade och vl motiverade 16sningar
som &r latta att folja. Markera dina svar tydligt.

(1) Los begynnelsevirdesproblemet
y(t)y' (1) + (1 +y)*)t =0, y(0)=-1

Losning: Vi har att gora med en separabel ekvation. Vi kan skriva ekvationen pa

formen
Yy

1+ y?

dy = —tdt
vilket efter integrering ger
% In(1+y*) = —t*/2+C
déar C' ar en konstant. Detta kan skrivas
In(1 +y?) = —* + 2C,

vilket ger
1+42 = et 20 _ 20—t

Later vi A = ¢2¢ (vi ténker pa att A dirfor maste vara postiv) far vi
y: = Ae -1
vilket medfor att
y=+vAe " — 1.

Vi ska nu vélja tecknet, samt vérdet pa A sa att vi far den 16sning som uppfyller
b.v. y(0) = —1. Eftersom y(0) &r negtiv véljer vi ”—", dvs

y=—\Ae ¥ —1.
Da ér y(0) = —vA — 1, sa vi maste ha A = 2 {or att y(0) = —1. Saledes &r

y=—V2e " -1

den sokta 16sningen.



(2) Samtliga losningar till ekvationen

(1—tHy"(t) + 2ty (t) — 2y(t) =0, —1<t<1

ar polynom av grad < 2. Bestdm den allménna losningen till ekvationen, samt den
16sning som uppfyller y(0) = 3,¢/(0) = —4.

Losning: Eftersom det ar givet att samtliga losningar ar polynom av grad hogst 2,
soker vi l6sningar till ekvationen pa formen y = a+ bt + ct?. Inséttning i ekvationen
ger oss

0= (1—)y"(t) + 2ty (t) — 2y(t) = (1 — t*)2c + 2t(b + 2¢ct) — 2(a + bt + '2) = 2c — 2a.

Vi ser att villkoret for att y = a + bt + ct? ska vara en 16sning dr att 2c — 2a = 0,
dvs a = c. Saledes, for varje val av konstanterna a och b sa dr y = a + bt + at? =
a(1+t%)+bt en 16sning. Speciellt &r y; = 1+¢* och yo = ¢ 16sningar, och de bildar en
fundamental 16sningsméangd. Saledes &dr det den allménna losningen vi har hittat,
dvs

Yy = Cl(l + t2) + CQt
ar den allménna losningen.
For att hitta den 16sning som uppfyller b.v. deriverar vi forst: y' = 2¢1t + ¢o. Vi
far 3 = y(0) = ¢; och —4 = 4/ (0) = co. Alltsa
y=3(1+1t) — 4t

ar losningen som uppfyller b.v.
(Alternativt kan problemet losas med reduktion av ordning; man ser litt att
y1 = t ar en losning till ekvationen.)

Bestdm den allménna l6sningen till systemet

dx
— —4xr-3
ar T
dy
9 4
7 3z + 4y

samt skissa den 16sning (x(t),y(t)) (for ¢ > 0) som uppfyller z(0) = 1,y(0) = 0.

Losning: Ekvationen kan skrivas pa matrisform:

x' = Ax

w-() = -t 7)

Matrisen A har egenvirdena A = 4 + 3i. Vektorn

()

dar



ar en egenvektor motsvarande egenvardet A = 4 — 3i. Saledes ar

x(t) = vyed-30t

en (komplex) 16sning till ekvationen. Vi vet fran teorin att real- och imaginérdelen
av denna l6sning dr tva linjért oberoende losningar till ekvationen. Vi har

1 : 1 cos 3t —sin 3t
(4—3Z)t — 4t 3t e 3t — 4t - At .
(Z> e (Z) e*(cos isin3t) =e <in 3t +ie cos 3t

Alltsa &r '
xi(t) = et (cos St)’ xo(t) = " (— sin 315)

sin 3t cos 3t

tva (reella) linjart oberoende losningar. Dérfor vet vi att den allménna l6sning till
ekvationen &r

x(t) = e1x1(t) + caxao(t)
dar ¢y, co ar konstanter.
Det ar latt att se att

B g fcos3t

dr den 16sning som gar igenom punkten (1,0). Detta &r en spiral som snurrar utat,
moturs (rita figur).

(4) Los integralekvationen

et =y(t) + 2/0 cos(t — u)y(u)du

Losning: Vi anvander Laplacetransform. Notera att vi har en faltning i hogerledet.
Transformering ger

1 s
=Y 2 Y (s).
Hogerledet kan skrivas
s s24+2s+1 (s+1)2
Y 2 Y(s) = —————Y(s) = .
() + 25— 7Y () a1 Y=Y )
Saledes far vi ,
s°+1
Y(s) = ——.
&) =Grp
Partialbraksuppdelning av hogerledet ger oss
¥ (s) s+ 1 A n B n C 1 2 N 2
s) = = - _ ‘
(s+1)3 s+1 (s+1)2 (s+1)3 s+1 (s+1)2 (s+1)3

Inverstransform (anvind L22 i Beta) ger nu

y(t) = e — 2t + e = (t —1)% "



(5) Differentialekvationen

2zy"(z) + 2y (z) — y(z) =0,

har = 0 som en reguljir singular punkt.
a) Bestdm indexckvationen samt rekursionsrelationen. (Tips: indexekvationen har
en dubbelrot.) (2p)

b) Bestdm en (icke-trivial) serielosning (x > 0) till differentialekvationen. (2p)

Losning:Vi anvander Frobenius metod och soker 16sningar pa formen

y(x) = Z anz" .
n=0

dar ag # 0.

a) Termvis derivering ger

Y (x) = Z(T + n)anxT+"_1 = ragx" ! + Z(r + n)anxﬂ'"_l
n=0 n=1
och
xy'(z) = Z(r +n—1)(r+n)a,2™™ ! = (r — Dragz™ " + Z(T +n—1)(r+n)a,z" "

n=0 n=1

Notera ocksa att vi kan skriva
y(x) = Z apr’ " = Z ap_qx" L
n=0 n=1

Insatt 1 ekvationen fas nu

0 =2zy"(z) + 2y'(z) — y(z) =2 ((7‘ — Dragz™ " + Z(r +n—1)(r+ n)anxTJ’”_l) +

n=1

+2 <7’a0x7’_1 + Z(T + n)anzTJr”_l) - Z Q" =

n=1 n=1

= rlagr" ! + 2(2(7“ +n—1)(r+n)a, +2(r +n)a, — a,_1)z" "L
n=1
Samtliga kofficienter i hogerledet maste vara noll. Eftersom ag # 0 maste 72 = 0
(indexekvationen), dvs r = 0. Vidare maste vi ha
0=2(r+n—1)(r+n)a, +2(r+n)a, — a,—1 = 2(r + n)’a, — an—1
for alla n > 1, dvs
Ap—1

n = 57/ . 9’ > 1.
“ 2(r +n)? "=



Eftersom vi maste ha r = 0 far vi rekursionsrelationen

Ay
nl n>1.

an = —— =
2n2’

b) Vi soker nu en serielosning. Vi véljer ag = 1. Rekursionsrelationen ger da

1 ai 1 Qs 1
M= ®=o e = n BT o3~ B3N
Vi ser monstret (vilket med fordel visas med hjélp av induktion):
1
U= gn(nly2
Saledes é&r N
y(x) = ; —QHEUM)Q

en serielosning till den givna ekvationen.

(6) Ekvationen
0"(t) +sinf(t) =0
beskriver rorelsen av en pendel. Skriv om ekvationen som ett forsta ordningens

system och avgér om den kritiska punkten (0,0) (svarande mot 6 = 0, df/dt = 0)
ar stabil eller instabil.

Léosning: Anvénd Lyapunovs direkta metod for att visa att (0,0) &r en stabil
kristisk punkt. Se Ex 2, sid 559 i B-DP. (Det gar ej att anvénda linjarisering.)

(7) a) Lat A vara en reell n X n-matris, och lat ®(¢) vara fundamentalmatrisen som
uppfyller

®'(t) = A®(t), ®(0)=1
dér I ar identitetsmatrisen. Visa att ®(¢)®(s) = ®(s +¢) for alla t,s € R.  (3p)

b) Bestam ®(t) i fallet da
1 0
=6 %)

och visa att ®(t)®(s) = ®(s+t) for alla t,s € R. (1p)

Lésning:
a) Se uppgift 7.8.15 i B-DP pa sidan 428 (och tédnk pa entydighetssatsen).

b) Eftersom A &r en diagonalmatris, sa det ar latt att se att vi far



V1 noterar att

see) = (5 L) (5 L) = (5 L) = (0 o) -2

(8) Lat p och ¢ vara tva kontinuerliga 1-periodiska reellvirda funktioner. Visa att ek-
vationen
2'(t) + p(t)x(t) = q(t)
har en 1-periodisk 16sning x(t) om ekvationen har en lésning z(t) som uppfyller
z(0) = z(1).

Lésning: Eftersom vi har en linjar ekvation, och eftersom p och ¢ ar kontinuerliga
pa hela R, sa vet vi att om a ar ett givet tal, sa finns det en unik 16sning x(t)
till ekationen som uppfyller z(0) = a (det finns t o m en formel for l6sningen).
Losningen existerar for alla ¢.

Antag nu att z;(t) dr en 16sning sadan att z1(0) = z1(1). Planen &r att visa att
x1(t) faktiskt &r 1-periodisk, dvs att zq(t + 1) = x1(t) for alla ¢.

Lat x(t) = x1(t+1), och lat a = x1(0). Speciellt har vi z(0) = z;(1) = z1(0) = a.
Eftersom z; &r en 16sning sa har vi

2+ 1) +plt+ Dz (t+1)=q(t+1)

for alla ¢. Utnyttjar vi nu att p och ¢ &r 1—periodiska, och att x1(t + 1) = z(t), sa
kan detta skrivas

2'(t) + p(t)x(t) = q(t).
Saledes ér bade x(t) och z1(t) losningar till ekvationen, och z(0) = z1(0) = a. Alltsa
maste de vara identiska, dvs z1(t) = x(t) for alla t. Men eftersom x(t) = xz1(t + 1)
sa har vi alltsa visat att x1(t + 1) = z1(t) for alla t.



