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Kortfattade 16sningsforslag till tentamen 2015-01-17, kl. 9.00-14.00

1. (a) Eftersom G(s) dr asymptotiskt stabilt kan vi anviinda slutvirdessatsen. Statiska
forstarkningen dr G(0) = 10 enligt Bodediagrammet, och darfor blir y(¢) = 10
for stora t. Eftersom G(s) har en resonanstopp forvintar vi oss en 6verslang i
stegsvaret.

b) i

ii.

1i.

Insignalens vinkelfrekvens ar w = 0.1 rad/s, och vi ldser av |G(i0.1)| ~ 70

och argG(i0.1) ~ —45° = —:27 rad. Alltsa blir stationéra utsignalen

y1(t) = 70sin(0.1¢ — 0.785).

Insignalen wus(t) har vinkelfrekvensen w = 10 rad/s. Vi ldser av |G(i10)| ~
0.02 och arg G(i10) ~ —217° = —%w rad. Eftersom systemet ar linjéart kan
vi anvénda superpositionsprincipen, och totala utsignalen blir 70 sin(0.1¢ —

0.785) + 0.02sin(10¢ — 3.79).

i. K = 1w, = 1 rad/s, ¢, ~ 62° och 4,, =~ 1/0.1 = 10. K = 5: w, =~

3.3 rad/s, o, ~ 22° och A, ~1/0.5 = 2.
Fallen K = 1 och K = 5 har positiv fasmarginal (och amplitudmarginal
storre dn 1). Enligt forenklade Nyquistkriteriet dr da G.(s) asymptotiskt

stabilt. G(s) har amplitudmarginal 10 och vi maste vilja K < 10 for att ha
ett stabilt G.(s). Alltsa dr G.(s) instabilt da K = 50.

2. (a) Om a =1 sa giller

=) o ()

och styrbarhetsmatrisen blir

och

C=[B AB]= (_11 _11)

det(C) = 0.

Systemet &r dr inte styrbart.
(b) Om a = 2 sa giller

(o) o ()



och styrbarhetsmatrisen blir
1 =2
C_.Ua.AB}_.(_Q 2)

det(C) = —2 #£0.

Systemet dr dr styrbart och slutna systemets poler kan ldggas var som helst.
Med vektorn L = (ll l2) fas

b 1l
A_BL_(2+2z1 2z2)’

och karakteristiska ekvationen blir

och

det(s] — (A — BL)) = s* + (I} — 2l)s + 2l — 2]; — 2 = 0,
vilket ska jamforas med den 6nskade formen
(s+1)(s+2)=s"+35+2=0.

Losning av de uppkomna ekvationerna l; — 2l = 3 och 2l, — 2[y — 2 = 2 ger
ll = —7 och l2 = —9.

Vi har

10 8 1 —0.5
aem= (1 ) =(4) a=(TV)

De efterfragade overforingsfunktionerna ges av

B B 1 S—2
G.(s)=C(sI—A+BL)"" B = 7(3 T2

B _ 15 —05s+1
Gols) = C(sT = A+ BL) " By = 5

Med framkopplingsfilter fas den totala overforingsfunktionen fran storsignal till
utsignal genom

Y(s) = [Gr(s)Fy(s) + Gu(s)]V (s). (1)
Gy(s)
G (s)

och inverkan av storsignalen elimineras.

Man ser att med valet Fy(s) = — = 0.5 blir denna &verforingsfunktion 0



3.

(a)

Karakteristiska ekvationen ges av 1+ Fpp(s)G(s) = 0 = s?+2(1+Kp)s+2 = 0.
Vi har alltsa polynomen P(s) = s? 4+ 2s + 2 och Q(s) = 2s.

Slutna systemets poler ér rotterna till s> +2(1 + Kp)s + 2 = 0, vilket ger

s=—-1-Kp++/(1+Kp)? -2, (2)

som funktion av Kp.

Rotorten kan fas direkt genom att plotta (2) som funktion av Kp i komplexa
talplanet. Alternativt anvéinder man regler for ritning av rotort:

Eftersom vi har tva rotter har rotorten tva grenar som borjar i P(s) = 0 <
s = —14ifor Kp = 0. En gren slutar i Q(s) = 0 < s = 0 och en gren har
en asymptot med riktningen 7, da Kp — oco. (Se Resultat 3.1 och 3.2 1 Glad &
Ljung.)

Eftersom karakteristiska ekvationen &r av ordning tva kan den skrivas pa formen

1+ K
2 + 2wos + w2 = 0, déir wp = v/2 och ¢ = +\/§D. Da Kp € [0,v/2 — 1] ir
¢ € [1/+/2,1] och rotterna ligger pa en cirkel av radien wy = v/2 och rér sig
mot negativa realaxeln. Da Kp = v/2 — 1 har vi en dubbelrot i s = —+/2. For
Kp > /2 —1 delar sig r6tterna och gar mot sina slutpunker lings realaxeln. Se
figur 1. Slutna systemet dr alltsa asymptotiskt stabilt for alla 0 < Kp < oo.

Karakteristiska ekvationen ges av 1+ Fpr(s)G(s) = 0 = s3+2s*+2s+2K; = 0,
och P(s) = s(s* 4+ 2s + 2) och Q(s) = 2. Rotorten har tre grenar som bérjar i
s =0och s = —141 for K; = 0. Negativa realaxeln till vinster om s = 0 tillhor
rotorten, eftersom bara en start- och slutpunkt finns pa realaxeln (i s = 0).

o v . . . . 7T 7T
Da K; — oo ror sig rotterna mot tre asymptoter med riktningarna — + 2k—,

3
2—-0 2
k = 0,1,2. Asymptoterna sammanstralar i punkten s = ——— = —=. (Se

3 3
Resultat 3.1 och 3.2 i Glad & Ljung.)

Tva av rotterna kommer alltsa bli instabila for tillrdckligt stora K;. Vi kan
hitta exakta skiarningspunkten med imaginédraxeln genom att anséitta losningar
pa formen s = iw:

(iw)? + 2(iw)? + 2iw + 2K; =0
& iw(—w? +2)=00ch —2w?+2K; =0
& (Ww=0,K;=0)eller (w=4Vv2 K;=2).

Punkten (w = 0, K; = 0) &r en av startpunkterna som vi redan hittat. Till-
sammans med punkterna (w = 4+/2, K; = 2) visar det att slutna systemet &r
asymptotiskt stabilt for 0 < K; < 2. Hela rotorten visas i figur 2. For full poédng
riacker det att rotorten indikerar vad som réknats ut ovan.

(I sjalva verket forsvinner polen i s = 0 da K; = 0, sa slutna systemet &r
asymptotiskt stabilt for 0 < K; < 2. Man kan &dven overtyga sig om att de
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Figur 1: Rotort for uppgift 3-(a).

tva komplexa grenarna av rotorten aldrig skér realaxeln genom att studera hur
manga reella rétter s = o som finns till ekvationen f(o) = 03 + 202 + 20 =
—2K;. Man ser att f(—oo) = —o0, f(c0) = 400 och att (o) > 0 for alla
o. Funktionen f(o) &r strangt vixande och ekvationen f(o) = —2K; har bara
en reell rot, oavsett vad K ér. Dessa utrdkningar behover inte goras for full
poéng.)
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Figur 2: Rotort for uppgift 3-(b).




4.

(a)

Skérfrekvensen w,. ges av |F'G(iw.)] = 1 och fasmarginalen av ¢, = 180° +
arg F'G(iw,).
Vi har att
2
|IFG(iw.)| = ————=1= w. = V223 — 1 ~ 0.77 rad/s.
(Vwz+1)?

Vidare har vi da F' = 2 att
arg FG(iw,.) = arg G(iw,) = —3arg(1l + iw.) = —3 arctan(w,).

Alltsa giller ¢, = 180° — 3arctan(v/2%/3 — 1) ~ 68°.

Lat oss beteckna kretsforstarkningen med G,(s) = F/(s)G(s). For att uppfylla
specifikationen i. maste vi ha G,(0) = oo, det vill sdga integralverkan i regulatorn
(se t.ex. sidan 62 i Glad & Ljung). Vi ansétter alltsa ett lagfilter som ger detta:

7'18"—1
s +m’

Flagl(s) =

med 73 = 0 och 77 = 10/w, ~ 13.0 s (enligt tumregeln). For att uppfylla
specifikationen ii. behover vi ytterligare forstarkning vid laga frekvenser, sa vi
lagger till ett lagfilter:

T1s + 1

TS+

dar vi bestdmmer 5 nedan och véljer 7; som ovan enligt tumregeln. Med tva
lagfilter och detta val av 7; kommer fasmarginalen totalt sdnkas med c:a 6° +
6° = 12°. Enligt specifikationen iii. ska fasmarginalen vara den samma som med
F =2, sa vi maste hoja fasen med en lead-lénk,

Flag2(3) =

TDS+1

Fca :Kiu
! d(S) ﬁTDS—i‘l

dar vi valjer 5 = 0.65 vilket ger ett faslyft pa c:a 12°. Vi viljer ocksa 7p =
— 5 ~ 1.62 s. For att bestdmma K anvéinder vi att [G(iw:)| = 0.5 och att
| Flagi (iwe)| & | Flag2(iw.)| = 1 med vart val av 7;. Alltsa géller

‘(Eaglﬂag2ﬂeadG> (ch)‘ ~ O5K/\/B = 17

vilket ger K ~ 1.61.

Det aterstar att betsdmma 7,. Enligt t.ex. sidan 62 i Glad & Ljung vet vi att sta-
tiska rampfelet da G,(s) har en integrator och slutna systemet adr asymptotiskt
stabilt (vilket géller hir) ges av

lim [t — y(t)] L _ T

_ _ T2 gy
t—o0 hms—>0 SEagl(S>F’1ag2(3)ﬂoad(3)G(S> K
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Figur 3: Blockschema i uppgift 5-(a).

Denna ekvation har 16sningen s ~ 0.0124.
Totala regulatorn ges av

F(s) 13.0s+1 13.0s+1 2.61s +1.61
S) = .
13.0s  13.0s 4+ 0.0124 1.05s 4+ 0.0124

Se figur 3.

Eftersom bada regulatorerna har samma insignal (r —y; =7 —ys = r — h), ges
regulatorns totala overforingsfunktion av

1
Ul(S) + UQ(S) = (K1 + K3 + (K2 + K4)g) (R(S) — H(S))
Slutna systemet far da éverféringsfunktionen

L (K1 + K3+ (Ko + Ky)t)

H(s) = —H R(s
(5) 1+ =5 (K + K3 + (Ky + Ky)1) (5)
K2 —+ K4 —+ (Kl + Kg)S
=3 R(s). (3)
24+ (1+ K+ K3)s+ Ko+ Ky
Slutna systemet har alltsa tva poler, som bada ska ldggas i s = —2 enligt

problemstéllningen. Ndmnarpolynomet i (3) ska alltsa goras lika med (s+2)% =
s2 4+ 4s + 4, vilket gor att regulatorparametrarna ska viljas sa att

Kl—l—Kg:?)
Ky + Ky = 4.

Parametrarna &r alltsa inte entydigt valda.
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Figur 4: Blockschema i uppgift 5-(c).

(c) Se figur 4 for systemet med métstorning e.
Da e = 0 har vi att h = r och u; + uy = h = r for stora ¢t (i det stationira
tillstandet) enligt (3).
For att se inverkan av € # 0 berdknar vi 6verforingsfunktionen fran e till h. Fran
figur 4 stéller vi upp foljande ekvation for H(s),

H = ! {— (K3+K4§) (H+e¢€) — (Kl +K2§) H]

s+ 1
&
o Kis+ Ky .
82+(1—|—K1+K3)8+K2—|—K44
Gh‘e,(s)

Ghe(s) ar asymptotiskt stabil om vi véljer K7 + K3 > —1 och Ky + K4 > 0,
vilket vi gjorde i (b), och vi kan da ridkna ut slutvirdet da e &r konstant som

Ky

lim h(t) =7r—+ qul_I)T(l) SG}'LE(S>§ =T — m&

t—o0

De statiska reglerfelen for de tva regulatorerna blir alltsa

) ) Ky
Bl == lnl =0l = 25w

li ] = i h(t B
tl)l,g‘)[r - y2( )] - ti{g}[r - ( ) - E] - _K2 + K4€'



Fran regulatorernas PI-dynamik foljer att da ¢t — oo géller

KKy /t Ky Ky
)= —€e+ K — dr - C) + ———«¢t
ull) = g, e T ; r(7) = wi(m)]dr = G+ e
Ky K3 ! 254
— ¥ LK _ _ KKy
ua(t) o K4€ + 4/0 [1(7) — yo(7)] dT — Cs e et,

déar C och Cy &r konstanter som beror pa initialtillstand som ar okénda for oss.

Om vi godtyckligt antar att Igﬁae > 0 kommer alltsa insignalen wu,(t) att
vixa linjirt med tiden tills den slar i en 6vre grians (max pumpkapacitet for
Pump 1). Samtidigt minskar us(t) i motsvarande linjira takt tills den nar sin
ldgsat niva (Pump 2 stannar). Vitskenivan kommer alltsa att vara konstant lika
med r — K;?Kf tills endera av pumparna nar sin gréns. Dessa slutsatser ger full
poéng.

(Eftersom det enligt uppgiften inte rdckte med en pump for att halla 6nskad
niva kan man anta att det ovan d&r Pump 1 som forst slar i sin grédns. Om da
t.ex. &e > 0 sa kommer dess regulator att fastna i maxliget och regulatorn
for Pump 2 med maétfelet € tar 6ver och styr om nivan till 7 — e. Detta var

troligen inte ett onskat beteende fran ingenjorens sida.)



