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Signalen w; har vinkelfrekvens w = 0.1 rad/s, och vi ldser av |G(i0.1)| ~ 35
och arg G(i0.1) &~ —45° = —57 rad. Signalen u,(t) har vinkelfrekvensen w =

1 rad/s och vi ldser av |G(il)| = 0.5 och argG(il) ~ —117° = —1n rad.
Eftersom G(s) dr asymptotiskt stabilt kommer den stationédra utsignalen bli

y(t) = 35sin(0.1¢t — 0.785) + 0.5 cos(t — 2.042).

i. K = 1: Skérfrekvensen ér w. ~ 0.51 rad/s (|G(iw.)| = 1) varvid ¢, ~ 70°,
och fas-skérfrekvensen dr w, ~ 5 rad/s varvid 4,, ~ 1/0.05 = 20.
K = 5: Skérfrekvensen éar w, ~ 2.1 rad/s (|G(iw.)| = 1/5) varvid ¢, ~ 45°,
och fas-skérfrekvensen &r w, ~ 5 rad/s varvid A,, ~ 1/0.05/5 = 4.

ii. Eftersom 6ppna systemet G(s) har amplitudmarginal 20 kommer slutna loo-
pen vara asymptotiskt stabil for K = 10, och vi kan anvénda slutvéardesteoremet.
Vi har . fggzm =7 j_01.05. = 50/51, vilket blir slutvérdet for y(t).

iii. Kompenserade 6ppna loopen K G(s) har 6kande skirfrekvens och fallande

fasmarginal for okande K. Alltsa okar motsvarande slutna systems band-
bredd och resonanstopp med K. Vi har A: K =10, B: K =5, C: K = 1.

Om «a =1 sa giller

A:((l) é) C=(1 -1)

och observerbarhetsmatrisen blir
C 1 -1
o= e =(4 )

det(O) = 0.

och

Systemet dr inte observerbart.

A:((l) 3) C=(1 -2).

Om «a = 2 sa giller



Med vektorn K = (Zl> fas
2

A KO — ( —Fky 2+2k1)’

1—ky 2k
och karakteristiska ekvationen blir
det(s] — (A — KC)) = s* + (ky — 2ko)s — 2k; +2ky — 2 =0,
vilket ska jamforas med den 6nskade formen
(s+4)*=5*+8s+ 16 = 0.
Losning av de uppkomna ekvationerna ky — 2ks = 8 och 2ky — 2k; — 2 = 16 ger

]{31 = —26 och ]{?2 =—17.
Om vi later 7 = [yr i formel (9.37)—(9.38) i kursboken far vi

Y (s) = Gu(s)R(s) = C(sI — A+ BL) 'BlyR(s) = G,(s)R(s).

(Notera att G.(s) och G,(s) &r oberoende av K.) For att ldgga polerna i G, (s)
enligt specifikation (i) ska alltsa egenvérdena till A—BL liggasi{—2, —2}. Med

L=1l; [ far vi:
(L 22—
o (25,

och det(sI — A+ BL) = s?> + 115+ 15 — 2 ska jimforas med (s+2)? = s> +4s+4.
Detta ger l; = 4 och [y = 6.
For att uppfylla specifikatonen (ii) 16ser vi ekvationen

G.(0)=C(—~A+ BL) 'Bly =1,
med L ovan insatt. Detta ger —0.5ly = 1, det vill sdga o = —2.

Det géller att arg KG(iw) = arg G(iw) da K > 0. Fran bodediagrammet ser man
att arg G(i1) = —135°. Maximal skérfrekvens for KG(iw) med en fasmarginal
om minst ¢, = 45° ar alltsa w. = 1 rad/s. (For att uppna denna maximala
skiirfrekvens ska man vilja K = 1/|G(i1)| = 2%/2 ~ 2.83.)

Vi borjar med specifikationerna (ii) och (iii). Slutna systemet ska vara fyra
ganger snabbare &n det i deluppgift (a). Detta ger onskad skérfrekvens w. 4 =
4 rad/s. Eftersom arg G(i4) = —3arctan(w.4) ~ —228° (alternativt ldser man
av detta i bodediagrammet) och vi vill ha ¢, = 45° maste vi hoja fasen med
—135°—(—228°) = 93°. For att kompensera for den extra fasforlust som uppstar
i samband med uppfyllandet av specifikation (i) lagger vi till 6° extra. Totalt
behovs alltsa c:a 99° fasavancering. Detta kan vi dela upp pa tva lead-ldankar

(tps + 1)?

Eead(s) = K(BTDS T 1)27



genom att vélja § = 0.135 (49.6° pa vardera ldnk enligt ekv.(5.4)/figur 5.13 i

wc,d\/ﬁ

kursboken). Parametern 7p viljs som 7p = ~ (.68 s. For att uppfylla

kravet pa snabbhet véljs K enligt

11+ iweql®  0.135-173/2

, . K 1 K
1= |F'lead(lwc,d)G(sz7d)| = E

Detta ger K ~ 9.46.
For att uppfylla specifikationen (i) lagger vi till en lag-lank,

T1S + 1

K = .

lag(s) TIS + 7y
For att inte minska fasen mer dn 6° véljes 77 = 10/w.q = 2.5 s. Totala
kretsforstarkningen &r nu G,(s) = Flag(s)Fleaa(s)G(s) och slutna loopen &r

asymptotiskt stabil enligt analysen ovan (fasmarginal om 45°). Enligt t.ex. si-
dan 62 i kursboken vet vi att statiska reglerfelet da referensen &r ett steg da
blir

= Jmr(t) —y(t)] =lms— e 1= L ]
0 R T = T Go(s) s 11+ G,(0) 1+ KG(0)/r

Detta uttryck &r noll endast om v = 0, det vill sdga att regulatorn har integral-
verkan.

Totala kompenseringslédnken blir nu

(0.68s + 1)% 2.55 + 1
(0.092s + 1)2 2.55

F(s) = Flead(s)Flag(s) = 9.46

Karakteristiska ekvationen ges av 1+ F(s)G%(s) = 0 = s*+s*+s+g(s+1) =0,
och P(s) = s(s®> + s+ 1) och Q(s) = s + 1. Rotorten har tre grenar som béorjar

1 3
is=0ochs= —3 + 17 for g = 0 (P(s) = 0). Rotorten har en slutpunkt i

s = —1(Q(s) = 0) och foljaktligen tva asymptoter.

Da g — oo har de tva asymptoter riktningarna 3 T 1 + 2k3 T T k=0,1, alltsa
1-1

7/2 och 37/2. Asymptoterna sammanstralar i punkten s = —3-1 0. (Se

Resultat 3.1 i kursboken.)

Negativa realaxeln mellan startpunkten s = 0 och slutpunkten s = —1 tillhor

rotorten (Resultat 3.2 i kursboken).

For att avgora om rotorten nagon gang passerar stabilitetsgransen forsoker vi
hitta skdrningspunkter med imaginédraxeln. Vi anséatter l6sningar pa formen s =
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Figur 1: Rotort for uppgift 4-(a).
Tw:

(iw)? + (iw)® +iw + gliw + 1) = 0
Siw(—w*+1+g)=00ch —w?+g=0
< w=0o0chg=0.

Denna punkt dr en av startpunkterna som vi redan hittat. Slutna systemet &r
alltsa asymptotiskt stabilt for all g > 0, och hela rotorten visas i figur 1.

(b) Den relativa modellosékerheten ges av

G (s) — G(s) _9-y
G(s) $2+g’

Ag<8) =

och den nominella modellen av slutna systemet &r

G(s)F(s) s

T =17 G(s)F(s) $+s2+10s+9

4



(a)

Enligt analysen i deluppgift (a) vet vi att nominella systemet T'(s) &r asymp-
totiskt stabilt. Eftersom bade G(s) och G°(s) har samma antal poler i hogra
halvplanet och bada gar mot noll da |s| gar mot oéndligheten sa kan vi anvinda
Robusthetskriteriet.

Robusthetskriteriet séiger att dven loopen sluten med GY(s) &r asymptotiskt
stabil om

‘Ag(lw” <

, for alla w. (1)
T (i)

Problemet dr att da g # 9 sa har Ag(s) tva poler pa imaginéra axeln i punkterna
iw, = =%iy/g. Eftersom Ag(iw,) dr odndlig och 1/7(iw,) &r &ndlig kommer
olikheten i (1) aldrig vara uppfylld fér w = w,. Robusthetskriteriet garanterar
alltsa inte asymptotisk stabilitet for nagot fall da g # 9 (alltsa da g avviker fran
nominella fallet och Ag(s) # 0).

Robusthetskriteriet ar bara ett tillrickligt villkor fér asymptotisk stabilitet.
Slutna systemet kan vara asymptotiskt stabilt d&ven om villkoret inte dr uppfyllt,
vilket &r fallet hér enligt analysen i deluppgift (a).

1. Med de inforda tillstanden fas

i'l = —x1 + U + us
= Ki(r —y1) + Kazo = Ki(r — 21 — 1) + Koxo
U = K3<T - y2> + K4I3 = Kg(?" — 1 — mg) + K4I3

Analysens huvudsats ger dven att

To=r—y1=r—ox —nmy

T3 =7 —Ys=7—2T] — Ma.
Tillsammans kan detta skrivas pa formen

#(t) = Az(t) + Byr(t) + Bpyma(t) + Bmyma(1)
i (t) = Cra(t) +ma(t)
ya(t) = Cou(t) +maf(t),

med z = (:cl To :cg)T och

-1-K —K; Ky Ky

A= ~1 0 0
~1 0 0
K + Ks — K, — Ky
B, = 1 ., Bnm=|-11], B.,=[ 0
1 0 ~1



ii. For att undersoka styrbarheten av systemet
(t) = Az(t) + B,r(t)
kan man t.ex. studera inverterbarheten av matrisen

S=[B. AB, A’B]

K1+K3 * *
= 1 —Ki— K3 —(14+ K+ K3) (K1 +K;)+ Ko+ Ky |,
1 —Ki— Ky —(1+ K, +K3) (K + K3)+ Ko+ Ky

dér  indikerar element vars exakta utseende inte spelar roll fér diskussionen
hér. Man ser att raderna 2 och 31 S ar identiska och dérfor géller det(S) = 0.
Systemet ér alltsa inte styrbart.

(En alternativ 16sning &r att notera att har géller 5 = r — x1 = &3, och vi
kan uppenbarligen inte styra isér xo och x3 pa valfritt sitt med hjalp av r,
vilket &r ett krav for styrbarhet.)

(b) Den nya styrlagen behover inte tillstandet x3 for att realiseras. En tillstandsmodell
for det aterkopplade systemet ar da

jjl = —T1+tu+ us
w = Ki(r —uy1) + Kowo = Ky (r — 21 — my) + Koxo
Ug = Kg(T - yl) + K4x2 = KQ(’/‘ — T — mg) + K4l’2.

Detta kan pa skrivas pa formen

i(t) = Ax(t) + B,r(t) + Byyma(t)
Y1 (t) = 01$(t) + my (t)

med xr = (xl xg)T och

<—1 — K — K3 K2+K4>
A= ~1 0

K + K, —-K; — K.
r:<11 3)7 Bm1:< 1_1 3)7 01:(1 0)

For att undersoka styrbarheten av systemet kan man t.ex. studera inverterbar-
heten av matrisen

S =B, AB]
(K1 + K3 —(14 K+ K3) (K + Ks) + Ky + Ky
N 1 —K; — K3 ‘



Eftersom det(S) = Ky + K3 — Ky — K, ser vi att slutna systemet ar styrbart
fran r da vi véljer Ky + K3 — Ky — Ky # 0, vilket &r enkelt att uppfylla. Detta
ar i kontrast mot deluppgift (a)-ii dar slutna systemet inte ar styrbart for nagot
val av K1, Ko, K3, K4.

Ett problem med det icke-styrbara tillstandet i deluppgift (a)-ii illustrerades i
l6sningen till uppgift 5 (c) i tentan 2015-01-17, dar pumparnas tillfléden okon-
trollerbart drevs isiar pa grund av métbrus.

Anledningen till att man kan fa ett icke-styrbart tillstand &ven i denna deluppgift

ar att Pl-regulatorn har ett nollstéille i (K; + K3)s + (K2 + K4) = 0, vilket
forkortar bort tankens polis = —1da K; + K3 = Ky + K.



