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Tentamen bestar av nio uppgifter som vardera ger maximalt fyra poing.

Del A pa tentamen utgors av de tre forsta uppgifterna. Till antalet erhallna poéng fran del A ad-
deras dina bonuspoing. Poingsumman pa del A kan dock som hogst bli 12 pozdng. Bonuspoingen
beriknas automatiskt. Antal bonuspoéng framgar fran resultatsidan.

De tre foljande uppgifterna utgdr del B och de tre sista uppgifterna del C, som framst &r till
for de hogre betygen.

Betygsgrinserna vid tentamen kommer att ges av

Betyg ‘ABCDEFX
Total poédng 27 24 21 18 16 15
varav frandelC| 6 3 - - - -

For full podng pa en uppgift krivs att 16sningen &r vil presenterad och létt att folja. Det innebér
speciellt att inforda beteckningar ska definieras, att den logiska strukturen tydligt beskrivs i ord
eller symboler och att resonemangen dr val motiverade och tydligt forklarade. Losningar som
allvarligt brister i dessa avseenden bedoms med hogst tva poing.

Var god vind!
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DEL A
1. Vi har foljande punkter:

ochB =

N

I
O~ O
N O N

i rummet R3.
(a) Bestdm en ekvation for det plan H som gér genom origo 0 och genom punkterna A

och B. 2p)
(b) Bestdm en parameterform for linjen [ som &r ortogonal mot planet H och innehaller
punkten @ = (1,1, —1). (1p)
(c) Bestam avstandet mellan punkten () och planet H. 1p)

(a) Alla plan som gar genom origo har ekvationer ax + by + cz = 0 dér koefficienter
a, b, ¢ ir koordinater av normalvektor till planet. For att bestimma normalvektor bildar vi
vektorer OA och OB som har samma koordinater som punkterna A och B. Normalvektorn
far man som deras kryssprodukt:

51 gg _»3 2
n=]0 1 2 |=26+4e;,—2e3=| 4
2 0 2 -2

Planets ekvation blir 2x + 4y — 2z = 0 eller efter forkortningen = + 2y — z = 0.
(b) Linjen ortogonal mot planet har samma riktningsvektor som normalvektor 77 till
planet. Vi far da parameterekvation av linjen

1 2 142t
1 +t- 4 = 144t
—1 —2 —1-2¢

(c) Enligt avstandformeln, riaknar vi avstandet d som
1 +2-1-1-(=1)] 4

2+22+12 6

d

2. Lét {7, €3, €3} vara standardbasen till R3. Betrakta den linjéra avbildning F': R3 — R?
som bestdms av

re=[i]. ra=[2] o ra -]

-3
(a) Bestim F'(v)darv = | 1 | . (1p)
1
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(b) Varfor ir bildrummet till ' hela R?? 1p)
(c) Bestdm en bas till bildrummet Im(F’). 1 p)
(d) Bestdm en bas till Ker(F'). 1p)
(a) Vi skriver v som v = —3€] + €5 + €3. Eftersom F' ar linjér, far vi
S - . - 1 2 0 -1
F(v) = =3F(e1) + F(é) + F(e3) = — [ 1 } + { ] } + [ 1 } = [ _3 } :

(b) Bildrummet till F' innehaller alla linjdra kombinationer av vektorer F'(€)) och F'(é3).
Eftersom de tva vektorerna dr linjirt oberoende (man ser detta t ex eftersom determinanten
‘ i _21 4r nollskild) s& utgor de en bas i tvAdimensionella rummet R2. Deras linjira
kombinationer spinner upp d& hela rummet R?.

(c) Enligt resonemang i (b), vektorerna F'(€]) och F'(€;) utgor en bas av bildrummet
till ' som #r hela R?.

(d) Ker (F) bestér av vektorer 7 = €y + y& + 25 sidana att F(7) = 0. Vi far

F(ﬁ):xF(a)+yF<52)+zF(gg):x[”w{i ] +Z[H _ [ T2y }

r—y+=z

Systemet av ekvationer

x4+ 2y =0;
r—y+z2=0
ar redan i trappstegsform. Vi viljer t ex y = ¢, ett godtyckligt tal. Den forsta ekvationen
ger oss da v = —2¢ medan den andra ger oss z = y — x = 3t. Vi far alltsa
-2
v=t- 1
3
Sadana vektorer utgor ett endimensionellt delrum vars bas ar vektorn
-2
1
3

3. For konstanterna a, b ges avbildningen L: R* — R*, genom

T ar, — I3
T To+ T

L 2 — 2 4
T3 T3 — T4
Ty b.??l + ) + T4

(a) Anvind determinanten for att bestimma alla a, b sadana att L blir inverterbar.

2p)
(b) Lat a = b = 1, och bestim i detta fall den inversa transformen L~'. 2p)
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(a) Vi utlédser forst matris av avbildningen L:

>N O O R

Avbildningen L dr inverterbar om och endast om dess matris har nollskild determinant. Vi
ridknar nu determinanten av [L] m h av kofaktorutvecklingar:

det([L]) =

SO O Q

Vi ser nu att

Detta ger oss det([L]) = b och villkor att L dr inverterbar &r att b # 0.
(b) Vi bestammer forst inversmatris till matris av avbildningen L. For a = b = 1 far vi

_ O O =
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Vi soker A~! m h av radoperationer. I berikningen nedan betecknar R, rad nummer k.

1 0 -1 0O 1 0 0O
01 0 1 01 00
00 1 1|00 10| ~H=R-R]~
1 1 0 1 0 0 01
1 0 -1 0 1 0 0 0
01 0 1 0O 1 00
00 1 1] 0 01 0|~ Fa=FRi—Rf~
01 1 1 -1 0 0 1
1 0 -1 O 1 0O 00
01 0 1 0 1 00
00 1 —1| 0 0 10|~ Fa=R- R~
0 0 1 0 -1 -1 0 1
1 0 -1 0 1 0 0O O
01 0 1 0 1 0O O
00 1 1 0 0 1 0 N[Rg ::R3+R4samtR2 I:RQ—R4]N
00 O 1 -1 -1 -1 1
1 0 -1 0 1 0 0 0
01 0 0 1 2 1 -1
00 1 0| -1 -1 0 1 |~H=Ri+R]~
00 0 1 -1 -1 -1 1
1 010 0 -1 0 1
01 00 1 2 1 -1
O 01 0] -1 =1 O 1
0 0 01 -1 -1 -1 1
Vi far inversmatris
0O -1 0 1
o121 <1
AT = -1 -1 0 1
-1 -1 -1 1
Detta ger oss invers transform
Y1 —Yo + Ya
L | = Y1+ 2y2 +ys — Ya
Y3 —Y1 — Yo+ Ys

Y4 —Y1 — Y2 — Y3+ Ya
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DEL B
4. Matrisen
4 1 -1
A=1]11 4 -1
-1 -1 4
har egenvérdena 3 och 6. Bestdm en ortonormal bas av egenvektorer till A. 4p)

Vi tar forst egenvirdet A = 3 och vi undersoker motsvarande egenvektorer d v s vektorer
¢ som uppfyller (A — 31)v' = 0. Vi far

1 1 -1
A-3I= 1 1 -1
-1 -1 1

och tre ekvationer for koordinater x, y, z av egenvektorerna v blir ekvivalenta med ekva-
tionz +y — 2z = 0. Vi viljer y = s och z = ¢, dér s och ¢ dr godtyckliga konstanter och
vifarda x =t — s och

t—s 1 —1
U= 5 =t- |0 |+s-] 1
t 1 0

Detta visar att egenrum som hor till egenvérdet A = 3 dr tvddimensionellt och det har en
bas av vektorer

1 —1
’171 = 0 och ’172 = - 1
1 0

Tyvirr, dr vektorer v; och v5 inte ortogonala. Man skall omvandla bas av vektorer vy, v
till en ortomormal bas w;, Wy m h av Gram-Schmidt metod. Vi normerar forst vektorn v :

PN
1 =757 = =~
o]l V2 .-

Nu bildar vi den andra vektorn @, ortogonal mot @; som
—/ — — .o
Wy = Uy — - Wy, dir c= Uy W.

Vifardé c = —1/\/§och
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Vektorn s, far man genom normering:

Wl ~ Ve V3| 7
6

Alltsa, bestimde vi en ortonormal bas ), ws av egenrummet som hor till egenvirdet

A =3

Nu tar vi egenvirdet A = 6 och soker motsvarande egenvektorer w. Vi observerar att
matrisen A dr symmetrisk och detta garanterar att egenvektorerna w som hor till A = 6 dr
ortogonala till tidigare erhallna egenvektorer y, ws. Vi rdknar

-2 1 -1
A—6I= 1 -2 -1
-1 -1 -2
Efter radoperationer tar matrisen trappstegsform
-2 1 -1
0 -3/2 =3/2
0 0 0

och system av ekvationer for koordinater x, y, z av egenvektorer w blir

—2r4+y—2=0
—3/2y —3/2z=0.

Vi viljer z = t godtyckligt tal och vi far y = —t, © = —t och
—1

w=t-| —1
1

Valet av ¢ = 1/+/3 ger oss normerad vektorn och vi fir di den tredje vektorn i ortonormal
bas:

1
v
W3 = | =75

1

V3

Svar: vektorerna w;, Wy, Wz bestimda ovan.

5. Vektorrummet V' C R* spiinns upp av vektorerna

1 1 1 0
- 2 . 0 S 1 S 1
U1 = 3| Vg = 1> U3 = 21> Vg = 1
4 0 2 2

(a) Bestdm en bas B for V. 2p)
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SF1624 Algebra och geometri — Tentamen 23 oktober 2015

(b) Bestidm talet a sa att vektorn

7
. |4
W= 5,
a
ligger i V, bestdm dérefter koordinaterna for « i basen B. 2p)

(a) Vi bildar matris dir vektorerna v, Uy, U3, U1 star som kolonner (ordning av vektorer
viljs sd att det blir léttare att verfora matrisen pa trappstegsform). Vi far matrisen

1 011
011 2
1123
02 2 4

Enligt metoden skall man 6verfora matrisen pa trappstegsform och vilja ursprungliga vek-
torer som svarar till ledande ettor som basvektorer. Vi kor radoperationer:

0 11
11 2
1 2 3 N[RgI:Rg—Rl]N
2 2 4
1 011
01 1 2
~ 011 2 ~[Rg::R3—R2samtR4::R4—2R2]~
0 2 2 4
1 011
01 1 2
0000
0000

Ledande ettor star i den forsta och den andra kolonner vilket innebar att man far vilja
vektorer v, och ¥4 som bas for V.

(b) Vektorn « ligger i V' om och endast om « = xt, 4 yv, for nagra tal =, y (eftersom v
och v utgor en bas av V). Vi tinker pa denna likhet som ett system av linjdara ekvationer
for obekanta x, y. Matris av systemet ar

10 7
0 1| —4
11 3
0 2 a
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Samma radoperationer som anvinds i (a) ger oss ekvivalent system 1 trappstegsform:

10 7

01 —4

00 0

0 0| a+38
Den sista ekvationen kan uppfyllas endast om a = —8. For ett sadant a, far vi 10sningarna
x = 7 och y = —4. Det ér koordinater av w0 i bas v, .

. Matrisrepresentationen av den linjira avbildningen 7': R? — R? i basen { {ﬂ , [_221 }

4r matrisen

Bestam 7™ ( [?] ) for alla heltal n > 0. 4p)

o-[1]: -]

Att matrisen av avbildningen 7T i bas ¥}, ¥ &dr en diagonalmatris innebir att vektorerna v
och v, &dr egenvektorer av T och diagonala elementer 1 och —1/2 ger oss

— — — 1 —
T(U1> =" och T(UQ) = —57}2.

Vi betecknar

Vi far saledes

g } i bas U, U5. Detta innebdr att 16sa system av ekvationer for
1 -2 |2
T 1 + i) 9 = 5 .
Det r ett enkelt system som har 16sningar x; = 7/2 och x5 = 3/4. Vi far alltsa

o
T2 gt

Nu skriver vi vektorn [

obekanta 1, xo:

och

Var god vind!
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DEL C
1 2
7. Planet H i R? innehaller punkten A = |2 |. En ljusstrdle gir genom punkten P = | 1|,
3 2
3
traffar planet H i punkten A, reflekteras och gar sedan genom punkten () = |3 |. Bestdim
1
en noll-skild normalvektor till planet . 4p)

Vi betraktar tva rita linjer: den forsta linjen [; gar fran P till A och fortsitter dédrefter pa
den andra sidan av planet H; den andra linjen /5 gar genom punkter A och (). Reflektion i
planet fungerar sa att linjerna /; och [, &r spegelbilder av varandra i planet H.

Nu skapar vi normerade vektorer v; och v ldngs linjerna [; och ls. Vi riknar forst

-1
vektorn PA = 1 och vi normerar den sa att
1
_ 1
ﬂ 1 - V3
V1 = fp = Tg
| PAl Y
V3
B 2
Direfter riknar vi AQ = 1 och vi normerar den sa att
-2
2
R ;
Vo = fAQ = 3
14 _g

Om man sitter nu erhallna vektorerna v, och v sa att de har gemensamma fotpunkten i
punkten A, sa far man att de blir spegelbilder av varandra i planet H. Detta ger oss att

deras skillnaden v, — ¥ dr en vektor vinkelrdt mot planet d v s den sokta normalvektorn.
Vi far da
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8. Lat a, b, c och d vara reella konstanter sadana att a < b < ¢ < d. Visa att ekvationssyste-

met
r+yt+z+w = k
ar +by +cz+dw = ko
a?r+Vy+cr+dPw = kg
aAdr+by+Er+dPw = ky
med avseende pa x, y, z och w, har exakt en 16sning, oavsett valet av rella talen ky, . . . , ky.

4 p)

Ekvationssystem har 4 ekvationer for 4 obekanta d v s det ar ett kvadratiskt system. Att
ett sadant system har exakt en 16sning ar ekvivalent med att dess determinant &r nollskild.
Vi skall nu visa detta. Vi bildar alltsa determinanten

1 1 1 1
a b ¢ d
Ay = a2 2
ad v S dB
Vi gor nu foljande radoperationer som inte dndrar determinanten: Ry := Ry — a - Ry;

Rg = R3 — CL2 . R1 samt R4 = R4 — (Zg : Rl. Vi far da

1 1 1 1
0 b—a c—a d—a

Ay = 0 b2—a? —a® d®—a® |~
0 B¥—a® A—d® &P—-ad

1 1 1 1
10 b—a c—a d—a
10 (b—a)(b+a) (c—a)(c+a) (d—a)(d+a)
0 (b—a)(t*+ba+a?) (c—a)(®+ca+a®) (d—a)(d®+da+a?)

Man ser nu att det finns gemensamma faktorer i kolonner som kan brytas ut: faktorn b — a
kan brytas ut fran den andra kolonnen och likadant for den tredje och den fjérde kolonnen.

Vi far nu
1 1 1 1
0 1 1 1
Ag=(b—a)c—a)d-a) 0 b+a c+a d+a
0 V»+ba+a®> +ca+a®> d*+da+ a?

och kofaktorutveckling lings den forsta kolonnen ger oss

1 1 1
Ay = (b—a)(c—a)(d—a) b+a c+a d+a
2+ba+a? A+ca+a? d®+ da+ a?
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Eftersom a, b, ¢ dr alla skilda fran varandra, sa far vi att determinanten A, blir nollskild
om och endast om den nya determinanten Az ér nollskild, dér

1 1 1
Az = b+a c+a d+a
B+ba+a? A+ca+a? d®+da+ a?

Vi gor nu foljande radoperationer som inte &dndrar determinanten Agj:
R3 = Rg—a‘Rg samtR2 = RQ—GR1Vlf§lrd§l

1 1 1
Ag=|b ¢ d
v d?

Den determinanten har samma utseendet som ursprungliga determinanten A, men den
har mindre ordning 3 istdllet av 4! Samma resonemang som vi anvénde for A, aterfor nu
determinanten A3 pa dven mindre determinant

11 ‘

A2:cal

som riknas direkt och som é&r nollskild.
Enligt var resonemang da &r dven ursprungliga determinanten A, ocksa nillskild.
(OBS! Determinanter av typ A4, As m m dr kidnda under namn Vandermondes deter-
minanter).

. Lat A vara ett nollskilt egenvirde till en kvadratisk, inverterbar matris A. Visa att A~! ir

egenvirde till A~ (4 p)

Om A # 0 dr ett egenvirdet till matris A innebar detta att

for motsvarande egenvektorn #. Vi multiplicerar nu denna likhet med matris A~! frin
vinster och med tal A~1. Vi far

ANTAT AT = AT
och eftersom A~*A = I och I7 = ¥ sa fér vi
A=A
Denna ekvation visar att samma vektorn ' 4r dven egenvektorn till matris A~ som hér till
egenvirdet A1,



